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Théorie des nombres/Number Theory

Irrationalité d’un g-analogue de ¢ (2)

Danie] DUVERNEY

Résumé - Nous démontrons I'irrationalité, pour ¢ € Z — {—1, 0, 1}, du nombre (g 2) =

+ o
Yo at (g - /(g ~ 1))

Irrationality of a g-analogue of { (2)

+oo
Abstract — We prove the number ((g;2) = Z (g — 1)/(¢" — 1))? to be irrational for

n=]

geZ—{-1,0 1}

Pour ¢ € C, |g| > 1, on pose :

+oo _ 2
o Cl2)=) q" (5—_11-) :

n=1

Le nombre {(g; 2) peut &tre considéré comme un g-analogue de ¢ (2), car :

+oo
. 1
@) lim ¢ (g; 2)24(2)27; —3

(Sur les q—anélogues, le lecteur pourra consulter [6] et [7].)
Donnons deux autres expressions de ( (g; 2); en premier lieu :

oo 12 R i
C@A=@-17Yy - (1-5) —a-r L2y AL

d’oll, aprés interversion des sommations en n et % :

il

n=1

+oco

(3) ((g2)=(g—1)" >

n=1

gnil‘

La troisieme expression de ¢ (g; 2) s’obtient en remarquant que la série figurant dans
(3} est une série de Lambert ([8], p. 257), et on a, en notant

(4) dp ()= d™ :
dn
® CmD=-17 Y 2
n=1

Sous la forme (5), le probléme de I'irrationalité de ¢ (g; 2) a été posé, & plusieurs reprises,
par Paul Erdgs ([4], [5]). Le but de cette Note est de démontrer le résultat suivant :

TuegoreME. -~ Sig e Z —{—1,0, 1}, ((q; 2) est irrationnel.
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Démonstration. — On part de la célébre identité d’Euler sur les nombres pentagonaux,
qui se démontre a partir de la formule du triple produit de Jacobi ([2], p. 124; [6], p. 229).
Posons, pour |z] < 1:

+oo
(©) fla)y=J]@-=2).
. n=1
Alors :
+oo e
(7 f (CL’) =14 Z (71)71 pred (3n+1)/2 + Z (__1)11 " (371—1)/2‘
n=1 T mn=1
On en déduit :
3 Dl - 1™ n(3n+1) L (Bnt1)/2 o R (B3n-1) n(3n—1)/2
(8) CUf(JJ)-—T;(“) — +;(“1) —y :

Nous démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemve, — Si g € Z— {—1, 0, 1}, les nombres 1, f{(1/q) et (1/q) f'(1/q) somt
linéairement indépendants sur Q.

Démonstration du lemme. — 11 suffit de prouver que, si a et b sont des entiers rationnels
non tous les deux nuls, le nombre o, = af (1/q) +b-{(1/q) /' (1/q) est irrationnel. Or,
en vertu de (7) et (8):

(9) =at Z l)n ( n(3 T;’-f_ 1)) qw(n (3n+1))/2
n 1) —(n (3n-1})/2
+ Z{ 1) atbp2n ) g\ .
n=1

Pour prouver I'irrationalité de a,, on utilise le théoreme 2 de [3], en écrivant :

+oo
(10) Qg = Z a(n)g™
n=0

En notant n; = k(3% + 1)/2, on observe que :

(1D ﬂ(nk+l):a(nk+2)=...:a(nk__i_k.):o_

On a par ailleurs |a (n)| £ n? pour n assez grand. On peut donc appliquer le théoréme 2
de [3]: si @, = /6, avec (n, §) € Z?, on a pour k assez grand :

(12) N =8y a(n)g Tt =0
n=0
Puisque 'on a aussi a (n, — 1) = a(ng —2) =+ =a(ng — b+ 1) = 0, on déduit de
(12) que ¢* divise 8a (ny) pour k assez grand. Or :

(13) 5a(nk):5(—l)k (a%—bm%ﬂ).
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Puisque a et b ne sont pas tous les deux nuls, ceci est impossible, et le lemme est
démontré,
On en déduit facilement le théoréme, en suivant la démarche utilisée par Peter Bundschuh

+oo
et Keijo Viininen pour obtenir Iirrationalité de Z 1/(g"™—1) dans [1]; on remarque que :
n=1 .
f'(x) = (I—zny X nan
14 . = - 7 — _ —_
1% zf(:c) E; 1—azn 7;11—3;”‘
de telle sorte que :
/o) f'(/g) _ X n
s -
f(1/q) -1

Le théorgme résulte donc immédiatement du lemme et de (3).

Note remise le 18 septembre 1995, acceptée apres révision le 25 septembre 1995,
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