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A propos de la s�erie
+1P
n=1

xn

qn � 1

par Daniel DUVERNEY

1. Introduction

Le but de cet article est de g�en�eraliser certains r�esultats obtenus par P.
Borwein dans [5] et [6], et par P. Bundschuh et K. V�a�an�anen dans [8].

Pour tout corps de nombres K, on d�esignera par R l'anneau des entiers
de K.

Nous d�emontrerons essentiellement le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 1. Soit K = Q[i
p
d] ou K = Q. Soit q 2 K, avec q =

r

s
; r; s 2

R. On suppose que :

(1) � =
log jsj
log jrj <

1

4

 
3�

r
5 +

24

�2

!

Soit x 2 K� et f(x) =
+1X
n=1

xn

qn � 1
.

Alors f(x) =2 K. De plus, 8" > 0; 9q0 = q0(") 2 N tel que :

(2) 8� 2 K; jden �j � q0 ) jf(x)� �j � jden �j�!�" ;

o�u den � d�esigne le d�enominateur de �, et :

(3) ! =
4� 4�

3�
r
5 +

24

�2
� 4�

:

Pour certaines valeurs particuli�eres de x, on peut obtenir un r�esultat
un peu meilleur (essentiellement lorsque x est une racine de l'unit�e). En
particulier pour x = 1 :
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Th�eor�eme 2. Soit K = Q[i
p
d] ou K = Q. Soit q 2 K, avec q =

r

s
; r; s 2

R. On suppose que :

(4) � =
log jsj
log jrj <

1

3

�
1� 3

�2

�
:

Alors
+1X
n=1

1

qn � 1
=2 K. De plus, 8" > 0; 9q0 = q0(") 2 N tel que :

(5) 8� 2 K; jden �j � q0 )
�����
+1X
n=1

1

qn � 1
� �

����� � jden �j�!�"

avec

(6) ! =
3� 3�

1� 3

�2
� 3�

:

Le th�eor�eme 2 est �a comparer au premier r�esultat d'irrationalit�e concer-

nant la s�erie
+1X
n=1

1

qn � 1
, obtenu par P. Erd�os [10] pour q entier. Dans ce

cas, la mesure d'irrationalit�e fournie par le th�eor�eme 2 est ! � 4,31012.

On d�eduit �egalement du th�eor�eme 2, par exemple, le r�esultat suivant :
+1X
n=1

2n

21n � 2n
=2 Q.

2. Deux lemmes techniques.

Lemme 1. Soit K un corps de nombres quelconque, soit R l'anneau de ses
entiers, et soient r; s 2 R, avec jrj > jsj > 0. Alors il existe un multiple
commun Hn dans R aux nombres r � s; r2 � s2; : : : ; rn � sn, v�eri�ant :

(7) 8" > 0; jHnj � jrj 3

�2
n2+o(n1+")

:

D�emonstration. Soit 	d le polynôme cyclotomique d'ordre d. On sait que :

xn � 1 =
Y
djn

	d(x):
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Donc : rn � sn =
Y
djn

r'(d)	d

�s
r

�
,

o�u '(d) d�esigne l'indicateur d'Euler.

Il en r�esulte imm�ediatement que le nombre Hn d�e�ni par :

(8) Hn =
nY

d=1

r'(d)	d

�s
r

�

est un multiple commun �a r � s; r2 � s2; : : : ; rn � sn. Il reste �a obtenir la
majoration (7).

On sait que pour d � 3 [3] :

���	d

�s
r

���� � exp
�
d

c
log log d

� �
1 +

���s
r

���+ � � �+
���s
r

���'(d)�

o�u c est une constante.

Donc :

jHnj � � � jrj
Pn

d=1 '(d) jrj 1
logjrj

Pn
d=3 d

c
log log d

0
@ 1

1�
���s
r

���
1
A
n

;

o�u � est une constante.

Mais on a ([11], p. 268) :
nX
d=1

'(d) =
3

�2
n2 + 0(n logn), et il est facile

de voir que, 8" > 0 :
nX
d=3

d
c

log log d = o(n1+").

Ainsi (7) est d�emontr�ee.

Remarque 1. Si R = Z, on peut d�emontrer que Hn d�e�ni par (8) est le
PPCM de r � s; r2 � s2; : : : ; rn � sn. Voir [4].

Remarque 2. Pour majorer jHnj, on aurait pu utiliser une formule g�en�era-
le de M. Mignotte ([12], corollaire 1). Cette formule aurait seulement donn�e
3
2 + " �a la place de 1 + " dans (7), mais cela aurait �et�e su�sant pour la
suite.
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Lemme 2. Soit x 2 C , et A 2 R; A > 1. On suppose qu'il existe deux

suites Pn et Qn d'�el�ements de R (R anneau des entiers de K; K = Q
h
i
p
d
i

ou K = Q) v�eri�ant :

a) 8n 2 N;
���� Qn Pn
Qn+1 Pn+1

���� 6= 0:

b) 8n 2 N; jQnx� Pnj � A��n
2+o(n2); � > 0

c) 8n 2 N; jQnj � A�n
2+o(n2); � > 0

Alors x est irrationnel.

De plus : 8" > 0; 9q0 = q0(") 2 N tel que :

8� 2 K; jden �j � q0 ) jx� �j � jden �j�!�" ;

avec ! =
�

�
+ 1.

D�emonstration. Elle est tout �a fait analogue �a celle du lemme 3 de [1] par
exemple, et nous l'omettons.

3. D�emonstration du th�eor�eme 1.

Nous utilisons les approximants de Pad�e de f(x) =
+1X
n=1

xn

qn � 1
obtenus

dans [9].

En posant un = qn � 1, il a �et�e d�emontr�e dans [9], th�eor�eme 4, que :

Qn(x)f(x)� Pn(x) = x2n+1Rn(x);

o�u Rn(x) est une s�erie enti�ere, et :

(9) Qn(x) =
nX
p=0

(�1)pu2n�pu2n�p�1 : : : un�p+1

�
n

p

�
q

q
p(p�1)

2 xp

(10)

Pn(x) =
nX

m=0

(�1)n�mun+mun+m�1 : : : um+1

h n
m

i
q
q
(n�m)(n�m�1)

2

�
mX
k=1

xn+k�m

uk
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Dans (9) et (10), les coe�cients q-binomiaux

�
n

p

�
q

sont d�e�nis par :

�
n

p

�
q

=
nq !

pq!(n� p)q!
;

avec 0q! = 1; nq ! =
Qn

k=1

qk � 1

q � 1
pour n � 1. Selon la formule (41) de [9],

on obtient pour jxj � 1 :

(11) jQn(x)f(x)� Pn(x)j � C(q) jqjn(n�3)
2 jxj2n+1

;

o�u C(q) ne d�epend ni de x, ni de n.

Soit 
 > 0.

Nous suivons la d�emarche de P. Borweim dans [5], et remarquons que :

f

�
x

q[
n]

�
= f(x)�

[
n]X
k=1

x

qk � x
;

o�u [
n] est la partie enti�ere de 
n.

Nous reportons ceci dans (11), pour obtenir :

(12)

������Qn

�
x

q[
n]

�
f(x)�Qn

�
x

q[
n]

� [
n]X
k=1

x

qk � x
� Pn

�
x

q[
n]

�������
� C(q) jxj2n+1 jqj

n(n�3)
2 �[
n](2n+1)

Si nous posons q =
r

s
et x =

�

�
, avec r; s; �; � 2 R, une v�eri�cation

fastidieuse mais sans di�cult�e montre que :

hn = Qn

�
x

q[
n]

�
�n rn[
n] s

n(3n+1)
2

HnLn
Jn

2 R

`n =

2
4Qn

�
x

q[
n]

� [
n]X
k=1

x

qk � x
+ Pn

�
x

q[
n]

�35 �n rn[
n] sn(3n+1)2
HnLn
Jn

2 R

o�u l'on a not�e :
Hn = un multiple commun �a (r� s); (r2 � s2); : : : ; (rn � sn) ;
Ln = un multiple commun �a (�r� �s); (�r2� �s2); : : : ; (�r[
n] � �s[
n]) ;

Jn =
nY
k=1

(rk � sk):
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(La multiplication par Hn sert �a chasser les d�enominateurs uk dans
l'expression (11) de Pn(x) ; la multiplication par Ln sert �a chasser les

d�enominateurs de la somme

[
n]X
k=1

x

qk � x
; la multiplication par s

n(3n+1)
2

sert �a chasser les d�enominateurs des coe�cients de Qn et Pn ; en�n,
ceci �etant fait, on peut tout diviser par Jn, qui divise tous les produits
nY

k=1

(rk+h � sk+h); 8h 2 N. [7]).

On a, en vertu du lemme 1 :

(13) jHnj � jrj 3

�2
n2+o(n1+")

Par ailleurs, en prenant Ln =

[
n]Y
k=1

(�rk � �sk), on a :

(14) jLnj � jrj

2n2

2 +0(n)
:

et il est facile de v�eri�er que :

(15) jJnj = jrjn
2

2 +0(n)
:

On obtient ainsi, en multipliant (12) par �n rn[
n]s
n(3n+1)

2
Hn Ln
Jn

:

jhnf(x)� `nj � jsj(2
+1)n2+0(n)

jrj(� 
2

2 +
� 3

�2
)n2+o(n1+")

:

D'o�u :

(16) jhnf(x)� `nj � jrj�(� 
2

2 +(1�2�)
��� 3

�2
)n2+o(n1+")

Nous utilisons maintenant le lemme 2. La condition a) est v�eri��ee si x 6= 0

puisque

���� Qn(x) Pn(x)
Qn+1(x) Pn+1(x)

���� = cn x2n+1 ([1], lemme 2). Les conditions b)

et c) sont v�eri��ees en vertu de (13), (14), (15), (16), avec :

(17) � =

2

2
+ 
 + 1 +

3

�2
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(18) � = �

2

2
+ (1� 2�)
 � � � 3

�2

Il reste �a choisir 
 pour obtenir la plus petite valeur possible de ! =
�

�
+1,

et �a v�eri�er que pour cette valeur 
0 de 
 on a � > 0. Avec les notations
du lemme 2 :

(19)
1

!
= 1�


2

2
+ 
 + 1 +

3

�2

(2
 + 1)(1� �)
:

Une �etude de variations montre que ! est minimum lorsque 
 est �egal �a

la racine positive de l'�equation 
2 + 
 � 1� 6

�2
= 0. On choisit donc :


0 =
1

2

 r
5 +

24

�2
� 1

!
:

Dans ce cas, � = �

2
0

2
� 
0 � 1 � 3

�2
+ (2
0 + 1)(1� �) sera strictement

positif si :

� <
�


2
0

2
+ 
0 � 3

�2

2
0 + 1
;

et en rempla�cant 
0 par sa valeur on obtient :

� <
1

4

 
3�

r
5 +

24

�2

!
:

Le th�eor�eme 1 est d�emontr�e.

4. D�emonstration du th�eor�eme 2.

La d�emonstration du th�eor�eme 2 est identique �a celle du th�eor�eme 1,
sauf que, en supposant 0 < 
 � 1, la multiplication par Ln est inutile (si

 > 1, c'est la multiplication par Hn qui est inutile, mais les r�esultats sur
� sont moins bons). La majoration (16) devient :

(20) jhn f(1)� `nj � jrj�((1�2�)
��� 3

�2
)n2+o(n1+")

:

Le lemme 2 s'utilise avec :

(21) � = 
 + 1 +
3

�2
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(22) � = (1� 2�)
 � � � 3

�2
:

La relation (19) devient :

(23)
1

!
= 1� 
 + 1 + 3

�2

(2
 + 1)(1� �)
:

Le minimum de ! est atteint pour la valeur 
0 = 1, et la condition � > 0
�equivaut �a :

(24) � <
1

3

�
1� 3

�2

�
:

Je remercie l'arbitre pour ses suggestions et les am�eliorations qu'il m'a permis d'ap-

porter �a cet article.
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