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1. Introduction. Soit ¢ € Z, |q| > 2. Nous définissons

o o]
(1) Ty = Z g
n=>0
Il est clair que x4 est un nombre irrationnel, puisque son développement
g-adique est formé d’une suite non périodique de 0 et de 1.
J. Liouville a démontré lirrationalité de T, en l'approximant par les
sommes partielles de la série qui le définit [14].
L’¢tude des propriétés arithmétiques de x, s’est poursuivie grace a Pin-
troduction de la fonction

0
(2) f(Z) _ Z q—n(n+1)/22n ]
n=0

On peut citer, sur ce sujet, les travaux de L. Tschakaloff [18], de P. Bund-
schuh [2], de P. Bundschuh et M. Waldschmidt [4]. Pour une bibliographie
plus compléte sur ce sujet, on pourra consulter [3].

En particulier, P. Bundschuh dans [2| a démontré que T4 Nest pas un
nombre de Liouville.

Tres récemment, P. Borwein a prouvé dans [1] que

Z;:fif@ SETE@,T‘#fq"l,

n=1

On en déduit que x> — 7, est irrationnel {[12], Th. 312, p. 258).
Les nombres z, se trouvent liés de maniére trés simple & la fonction 85
de Jacobi, puisque I'on a ([5], p. 65)

]
(3) 2z, = 1+93(0, O_g“')_
i

Le but de ce travail est de démontrer le résultat suivant :
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THEOREME 1. Soit g € Z, |g| = 2. Alors

Ty = Z q_”’2 est non quadratique.

P. Erd6s conjecture par ailleurs dans [7] que, si ny est une suite d’entiers
vérifiant ny > ck?, alors 3", ¢ ™* est non quadratique. Cette conjecture
pourrait peut-étre se démontrer par une méthode analogue a celle utilisée
ici, bien que cela paraisse, a priori, beaucoup plus difhcile.

Pour démontrer le théoréme 1, nous utiliscrons le critere d’irrationalité
suivant :

THEOREME 2. Soit ¢ € Z, |q] > 2. Soit (a(n))nen une suite dans ZH
vérifiant les propriétés sutvantes :

(a) a{n) # 0 pour une infinité de valeurs de n.
(b} Pour n assez grand, |a(n)| < r(n), avec
(by) r(n) > 0,
(b)) limsupr({n+ 1}/r(n) < |q|.
(¢) N existe unc infinité d’entiers k € N, et des entiers ny, € N, tels que :
(cr)alng + 1) =a(np+2)=...=a{ni + k) =0,
(cg) limy_ o r(ng + k + 1)/]gl* = 0.

Soit x =%~ ya(n)g™". Alors si z = o/ € Q, on a pour k assez grand,
Nk
(4) aq"t — 4 Z a{n)g™ " =0.
n=0
La démonstration du théoréme 2 sera donnée au paragraphe 2. Remar-
quons seulement que ce critére est basé tout simplement sur I’approximation
de & par ses sommes pértielles et nous n'introduisons, par conséquent, aucun
outil nouveau. ’
Ii existe d autres résultats d’irrationalité pour les séries z=3_""_ a(n)g™"
comportant beaucoup de termnes nuls. On peut citer les deux théoremes
suivants :

TueorisME 3 ([10]). Sia(n) € N pour tout n > 1, et s1 a(n) est non nul
pour une infinilé de valeurs de n, avec
i

Z a(k) = o(n),

k=1

—
=t
e

alors 37 L a(n)g™" est irrationnel pour tout entier q > 2.
THEOREME 4 ([6]). Soit a(l) < a(2) < ... une suite d’entiers satisfaisant

lim, _[a(n+ 1} = a(n)] = oc. Alors Y., a(n)qg™ ") est irrationnel pour
toul entier g > 2.
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Aucun de ces deux théorémes ne peut s’appliquer au cas qui nous occupe,
mérme pour g > 2. Supposons, en effet, que z, soit quadratique, c’est-a-dire
qu'tl existe A, B,C € Z, A # 0, tels que
(6) Arl+ Bz, +C =0.

Ecrivons z, = > o~ ,l(n)g™" avec {(n) = 1 si n cst le carré d’un entier
naturel, I{n) = 0 sinon. Alors

zh=Y Y Uk)(n—k)g .

n=0 k=0
Des considérations bien connues ([12], p. 258 ; [8], p. 219) montrent que

o>k

(7) 2=y e

n
n=0 4

ol p(n) désigne le nombre de décompositions de n en somme des carrés de
deux entiers positifs.
Alors (6) devient

A Blin
(8) 3 Q(H); ) oo
n=(}

, . o . s 3 . . . o2 o o) n
On se raméne donc a prouver lirrationalité de > ™ ja(n)g ", avec

a{n) = Ap(n)+ Bl{n). Puisque a(n) peut changer de signe, ni le théoréme 3
ni le théoréme 4 ne peuvent étre utilisés. lls ne peuvent méme pas permettre
de démontrer que J;i est irratiounel. Clest clair pour le théoreme 4; en ce
qui concerne le théoréeme 3, on sait que ({12}, p. 270, th. 339)

(9) _ lim (L) + o(2) + ...+ o(n) T

VL DG n 4 -

La condition (5) n’est donc pas vérifiée.

Il nous faudra, pour appliquer le théoréme 2, un lemme assez fin sur la
répartition des zéros de la fonction p(n}. Ce lemme sera énoncé et démontré
au paragraphe 4. Sa démonstration utilise de maniére essentielle le résultat
suivant, da & Yu. Linnik [13} :

THEOREME 5. Soit u,, = (n + x, avec ,x € N, { et x premiers entre
ewr, et 0 < x < (. Soit p(C,x) le plus petit nombre premier de la suite

arithmetigue w,,. Il emste unc constante absolue L (constante de Linnik)
telle que

(10) p(¢, ) < ¢F
pour ( assez grand.

La constante L est effectivement calculable. On sait par exemple que
L < 20 ([11]). Mais nous n’aurons pas besoin de cette estimation.
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Le plan de I'article est le suivant : dans le paragraphe 2, nous démontrons
le théoréme 2. Dans le paragraphe 3, nous donnons un exemple pédagogique
d’application du théoreme 2. Cet exemple nous permettra de motiver la
forme générale du lemme technique sur les zéros de p(n). L'énoncé et la
longue démonstration de ce lemme occuperont le paragraphe 4. Dans le
paragraphe 5 enfin, nous démontrerons le théoréme 1.

2. Démonstration du théoréme 2. Si Sz —a = 0, avec a,3 € Z,
alors

Ny o0
— T Tip agn
0™ =8 a(m =gy Y. A
n=00

n=ni+1

D’oil, en vertu de (¢},

TLE o
(11) aan _ ﬁZa(n)q”‘“*” _ ﬁan Z a(:’) .
n=0 n=ng+k+1 9

Utilisant (b), nous obtenons

o™ 5 Y alwe | <l > T,

n=( n=n;t+&+1

D’aprés I'hypothese {bs), on peut trouver 5 €0, |g|[ tel que r(n+1)/r(n)
< 7 pour n assez grand. Mais n; tend vers l'infini avec k& en vertu de (a),
donc pour k assez grand,

Tk

(£ T — T n - ring +k+1 'r]n_("k+k+1)
ag™ =8 atmg| < gl 3 )

“rp=I} n=ngtikt1 |q|n
) r(ng + k+ 1) o ( n )n
E IU q le - v
|51 lal g R RZ:D "
18] r(nx+k+1)
“ gl —n ik

Pour £ assez grand, I'hypothese (c3) et le fait que le membre de gauche
de cette inégalité est entier entrainent que
e

qun}" . ﬁza(n)anfﬂ = 0. m

n=>()

Remarque. Dans le cas ou tous les termes de la série sont positifs, c’est-
a-dire ¢ > 2 et a(n) > 0, ¥n € N, on peut conclure que x est irrationnel
(il suffit de reporter le résultat obtenu dans I'égalité (11)). Mais dans le
cas général, on ne peut espérer qu'une contradiction de type arithmétique,
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faisant intervenir la notion de divisibilité. C’est ce qui apparaitra nettement
dans 'exemple simple que nous étudions maintenant.

3. Un exemple pédagogique

THEOREME 6. Soit (p,)nen~ la suite des nombres premiers de N. Soit
q € Z, |q| > 2. Alors

x = E pnqg U est irrationnel.

=1

Démonstration. Avant de démontrer ce théoréme, remarquons qu'’il
ne peut se déduire du théoréme 4, puisque I’on ne connait pas iminf(p, ) —
Pn) (voir par exemple [16], p. 191 et suivantes). Il ne peut non plus se déduire
du théoreme 3, méme si g > @, car si nous posons

avec a(n) = n si n est premicr et a(n) = 0 si n est composé, nous avons
T
1 1 n 1
— af{ E D> — E Tr{n) — 7| = > .
! n n 2 2
i=1 p<n n/2<p<n

Démontrons maintenant le théoréme 6. Nous prenons r(n) = n et nous
utilisons le résultat élémentaire suivant [15] :

LenME 1. Pour une infinité d’entiers n, on a

Pr+1 — Pn 2 1-710gpn .
Il résulte immédiatement de ce lemme qu’il existe une suite de nombres

premiers iy, telle que

a(np+1)=alng +2)=...=alnpy + k) =0 avec k> % logny .

On a donc ny < exp(%k), et puisque exp% < 2,0n a
. or(ne+ k4 1)
lim _ =
ko |ql*

Donc si x = o/3 € (§, on a pour k assez grand, en vertu du théoréeme 2,

——dz (n)g™ ™" =0.

Posons 3 = ¢" ', ol ¢ ne divise par /3. Alors

NS

agt Y — 4 Z a(n)g™ " =0

n=0
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On en déduit que ¢ divise F'a(ng) = F'ni. Puisque ny est premier, ¢
divise /3, et cette contradiction démontre le théoréme 6.

4. Un lemme sur les zéros de la suite g(n)

LEMME 2. Soit 6 € N*| el soit a €]0,1]. On désigne parp; < pz < ... <
P < ... la sutte des nombres premiers de N qui sont congrus a 3 modulo 4,
p1 €lant choisi de facon que

(12) z

Alors ¢l existe un entier my = ,0) et une constante L ((‘O??‘?f(lﬂff’ de
Linnik, voir théoréme 5 ci-dessus) tels que, pour tout k = pyp2 .. . py, m >
my, i existe ng € N el que,

3».3"—‘

" Py
o(a

(a) plng —8)=...=p(ni — ) =po(m + 1) = ... = p(np + k) = 0,
(b) o(ne) = 2,
(A llng —8)=...=lng)=...=l(np + k) =10,

(d) ny < 4" exp(4Lpajun))-

Démonstration. Pour tout € Z, et tout nombre premier p, nous
notons v,{z) la valuation p-adique de x.

Pour h € N*, soit P, = {p1,p2,. .., Pn}-

Pour m € N*, notons &k = k(m) =p1p2...pm-

Premaére étape. (a) Soit M,, = {n € {1,2,... k} :3p € P,,,, v, (n) > 0}.
En vertu de la formule du crible ([17], p. 22; {12]. th. 261, p. 234),

it = 32 [E] S [ ]|

Di i DiP;

Or v,(k) >0, Vp € P,,, donc

1 1
(13) CaIde—k_k(l——)(1——)...(1—L).
Pl ba Pm.

(b) Soit H,,, = {n € {1,2,...,k}:Ip e P,,,1n(n) >2}.Ona
il el e
ril el el

1
2

o
2rpPe. .. Pm .

card H,, <

Eu utilisant (12), on obtient

cardHtl,, <k Z

<.
11p 2
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(c) Soit I,, = {n € {1,2,....k} : Fp € P, vp(n) = 1}. On a cardl,, =
card Mi,,, — card H,,,. Donc

T

1
card I, 21&:(14%1]1:(1%)).

Mais le produit infini [];Z, (1 — 1/p;) diverge vers 0 car la série > .- 1/p,
diverge. Donc il existe un entier m; = m(a) tel que

(14) Y > my. card I, > k(1 — a).
(d) Il en résulte que, pour m > m,, tous les éléments de {1,2, ..., k} sont

divisibles par un facteur p € P, avec un exposant 1 exactement (et ne sont
donc pas des sommes de deux carrés, [12], p. 299, th. 366), sauf N = N(m)

d’entre eux que nous noterons #; < us < ... < w4y, et on a, en vertu de
(14),
(15) Ym > my, N < ak.

Deuxiéme étape. (a) Nous construisons maintenant k = k{m) nombres
entlers consécutifs e,, +1, e, +2, ..., e, + k tels que
(16) vmeN, m>m =Vie{l2,.. .k},

Ap € Py, vplem +2) =1.
On procede de la facon suivante : soit d’abord r; € N tel que
(17) 0<r < 2pm‘+1,
Vpowa (M1 (D1 D2 - )it u)=1.
Puis soit rp, (1 < h < N) défini par récurrence par
_ 0 <7y < 2pmyn,
(18) v TaP1 P2 DPinan 1) FTh 1 (PLD2 - Prgh2)® + ...
+ri(pive - pm)t Fup) =1.

Nous posons

(lQ) Cp = TN (PLPQ .. -Pm+N—1)2 + TN—].(plp'Z oo Py N 2)2 +...
+7 (p1p2 . -pm,)z .

Soit ¢ € {1,2,...,k}. Il est clair par construction que, si j ¢ {1,2,...
oomb, ey + i =4 [modpf). Donc si ¢ € I,,, il existe p € P,, tel que
vplewm +1)=1. 514 ¢ 1,,, il existe h € {1,2,...,N} tel que i = uy; on a
alors

€m + 1= Th (10113'2 - Pmyh—1 )2 +..+ (8] (plpz .. -p:rn)2 + iLp (mOd piH-h,) )

donc v, . (€, +4) = 1 en vertu de (18).
Par conséquent, le nombre e,,, défini par (19) vérific bien (16).
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(b} On peut majorer e, puisque 75 < 2pin, Yh € {1,2,... SN}

€m < 2D n(PID2 - Pman—1)
+ 2y N1 (pip2 - . -p'rrr.+N—2)2 + .+ 2P (P1pe - -Pm)2 )
em < 2(p1P2 - Pman)’

1 1 1
X + 3 +...t 2 3 .
Pm4 N pn1+N71pm+N pm-{-lpyn+2 s pm—l—N

o1 1 1
eTrLSQ(p1p2-"pm+N) §+332++332N72 )

Donc

(20) em < (p1p2-. . Pman)’.

Troisiéme étape. Soit maintenant
Jn={jeN:Vie{l,2,... )k}, Ip € Pryn, vp(j+i) =1},

d+n, est non vide puisqu’il contient e,,. Soit g, le plus petit élément de
Jm. On a alors
Gm < (P1D2 -+ Pman ),

(21)
Vp € Py, vp(gm) # 1.

Quatrieme étape. (a) Notons v; < ve < ... < vy les éléments de
{1.2,...,8} tels que V5 € {1,2,..., M}, ¥p € P, 1w, vplqum — v;) £ 1.
On a donc M < 6.

De méme que dans I'étape 2, nous construisons la suite r! par les relations
suivantes :
!

22 0 g 1 < me-}—N—i—l ’

( ) 7 2 " =1
Upm EN 4L (Tl (p1p2 roes pl’n-l-f\") + in — L]) — .
Puis par récurrence, pour 1 < h < M — 1, nous posons

!
0 S Tn < 2pru+N+ha
Y W ; . 2 ‘f 2
(‘2‘3) ypm+;\'-t-h (? h (plf)Q .- p173.+;'\’+f1.—1) + ?;-,__1(131102 P N+h 2)
! , 2
+ ...+ T’l(pipz . -pm—i-N) + G — 'Uh.) =1.
Nous imposons a ), des conditions supplémentaires; pour cela, nous notons
Lm+N — {P € ]]:Dm+N : Vp(@m) — 2}
Soit T vérifiant le systéme de congruences
5, T , 2, 2
(24) f(Pl P2 Py N4as- 1) + T'M_l(p1 Do, .pm._}_‘MJerfz) + ...
/ 2 _
+r1(p1 Po .. -'pm+N) + gm — Vas = () (IIlOd pm+N+ﬁ.{) )
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(25) T(p-rrt+N+l Pt N2 - -'pmJm’\hLM——1)2
7y 1 (Pma N1 Pmeninm—2)’ + .+ 1] =0 (mod p)
sSip€ Lyyn,

(26)  T(pm+N41Pmaniz.. P4 N+M-1 )2
7% 1 (Pt Nkl oo Db nem—2) r1 =1 (mod p)
sip€Poyen \Lomyn.

On sait ([12], th. 121, p. 95} que l'on peut prendre T solution de ce systeme,
et vérifiant,
0<T <prpa.. P+ NPmyN4+M -

Soit H=T(pip2.. pminss—1)°+10_ ((D1P2 . Prananm—2)2 4. +
ri(P1p2. -+ Pmin)® + gm — var (voir congruence (24)).

Nous posons ry, = 7' si H n'est pas un multiple dro Py naar et Thy =
T+ pips... Py NPmanen 81 H est un multiple de pﬁl_l_NJrM.

Il est clair alors que r’, vérifie les conditions suivantes :

(0 S Tfn_.]r S 2(1”1 P2 P NP+ N+ M )1
Ypomg & | ar (Tﬁu (pl o2 .. -p-rr?.+N+fU'71)2
+'?°':M__ l(pl P2 . PmiN+M 2)2 + ...
+'r’1 (pl Pa.. -pm+1\-')2 + Gy — ’Uﬂ.f) =1,
(27) < Up('ri"'tf(pm-l—.-"\"%-l ?-m—{—!\"-{—? B p-m—l—f\"—}—;‘\«f—l)z i !
+Tnf71(pm+N+l - 'pm-}—NJ—ﬂ-'I—'Z)H + ...+ rl) > 1
sl P = Lm.-I-Na
Ij-p(r;ll.[ (pm-{—N+l Pin4+Ng2 . -p'm.+.-‘\r'+"|.'[—l)2
Fr (P N1 P Ngar—2) r1) =0
. 81 pE [FDm,+N \E—Jm+N-

(b) Posons maintenant

(28) t = rfw (}E’l P2 -Pm+,m-'+3\-1—1)2 + T‘fw—l(pl P2 -pm+_f\-'+1u—2)2
...+ T; (pl pz.. -pm+N)2 + L/ FTTEN
Par construction.
(29)  Vie{-6,-6+1.....—1,1,2,....k}, Ip € Pruynyn. tel que:
vplty,, +1) =1.

(c) Par ailleurs, en vertu de I'avant-derniere condition de (27) : Vp €
Lo+n, vp(t,,) = 2, car on a alors vl ) = 2 et vyt — gm) > 3.

Sip€Puin\Lyin, deux cas peuvent se produire car (g ) # 1 grace
a (21}

(o) vp(gm) = 0, auquel cas v,(t,) = 0.

(B) vplgn) = 35 alors vy (¢,,) = 2 & cause de la derniére condition de (27)
qui implique v,({,, — ¢.n) = 2.
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On a donc Vp € P4 N, vp(tm) = 0 ou 2.

De plus, Vm > 6, Vie {m+ N+1,....m+ N+ M}, v, (¢,,) = 0 car il
existe un entier j, 1 < j < M, tel que v, (¢,, —v;) = L

Finalement, nous avons donc :

(30) Pour m assez grand, Vp € Proynviar, Up(tm) = 0 ou 2.
(d} Nous majorons maintenant {,, a partir de (21), (22}, (23), (27) :
tm <2(p1P2- Pt NPy N4 M)(PLP2 - PNt M)
+ 2Pminir—1(P1P2 - PrgnNnr—2) +
+ 2PN (P1P2 - Pman)’ (D1 P2 - Pran)”

Donc
(31) tm = o((p1p2 - -P-m+N+M)4) :

Cinquiéme étape. (a) Soit maintenant 7 = p(m) € {0,1,2,3} tel que
(32) N(P1p2- - Pmsnsnr)’ +tm =1 (modd).

Pour s € N, considérons

(33)  we=d(pip2. PNt s (P12 Prrnim)t + it

On a d’abord
(34) VselN, w,=1(mod4).
De plus, en vertu de (29},
(35) VseN, Vie{-6-6+1,...,~1,1,2,...,k},

dp € Prynyar, vplws +4)=1.

(b) S_oit D le plus grand diviseur commun & 4(p1p2...Ppminsar)? et
n(p1p2 - PNt m)? + t,. En utilisant (30) et (32), on voit que, pour m
assez grand,

m+N+M
(36) D= H pi’, aveca; =0ou?2.
i=1

(c) Posons wy = D((s+x), avec ({, x) € NxN. En vertu de {31), puisque
n € {0,1,2,3}, on a x < ¢ pour m assez grand. On pcut alors utiliser le
théoreme 5 : il existe un nombre premier p((, x) et un entier naturel o tels
que

; _ _ 4(P1 P2 PN+ M )4 L
(37) w, = D-p(¢(,x) <D :

D

Nous posons

(38) Ri = Np(m) — Wy -
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Nous avons donc, puisque L > 1 :

(39} ng < (APp1p2- - Pmanga)HE

Par ailleurs, D = 1 (mod 4) d’apres (36), et ny = 1 (mod 4) d’apres (34)
et (38). Ainsi p(¢, x) = 1 (mod 4}, d’ot 'on déduit que p((, x) est une somme
de deur carrés. De plus, puisque la décomposition de D ne contient que des
facteurs premiers qui ne sont pas somme de deux carrés (voir (36)), on a

(40) e{ne) = elp(¢, x)] = 2
(voir [12], formule (16.9.5) et th. 278, p. 242).

Si nous regroupons (35) et (40}, nous obtenons les conclusions (a), (b)
et (¢) du lemme 2. Tl reste & démontrer la majoration (d).

Siziéme (et derniére) étape. (a) En utilisant le théoréme des nombres
premiers dans les suites arithmétiques ([9], p. 70}, on obtient

L PmanNyMm

(41) m+ N+ M~ - lorsque m — oc.
2 log P+ N+AS

Donc

(42) m+ N+ M < _PmiN+M pour m > msy .

10% P+ N4 M
Utilisant (39) et (42), nous obtenons

(43) Ty E 4[J(pm+N+fﬂ)4L(m+ N+M) S 4L eXp(4Lp?n+N+M) .

(b) Mais on a aussi k = py py...pm = pi*, donc

log k
(44) m < %er
_ log p1
Et puisque Al < 6, utilisant {15) et (44}, nous obtenons
’ _ log & .
m+N+MI +ak + 6,
08P
st bien que, pour m > my,
(45) m+ N + M < 2[ak].

Reportons ce résultat dans (43); nous obtenons
I_r .
n, <4 Oxp(ﬁl’LpQ[ak]) s

ce qui achéve la démonstration du lemme 2.

5. Démonstration du théoréme 1. Supposons qu'il existe 4, B.(C €
Z, A # 0, tels que /L’I:;‘j + B, +C =0.

Nous allons utiliser le théoréeme 2 avec a(n) = Ap(n)+ Bl(n), ct montrer
gue nous aboutissons a4 une contradiction.
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(a) Puisque A # 0, nous pouvons choisir & tel que ¢° ne divise pas 24.
Nous choisissons de plus a €]0, 1] tel que

log |q|
(46) 32L -~ == < 0.
(b) Majorons maintenant |a{n)| < |4|e(n} + |B|. On sait que
log 7
4 ) < d < —=
(47) o) < dfn) < exp (")

pour n assez grand ([12], p. 262, th. 317 et §18-7, p. 270). Nous pouvons
done écrire |a(n)| < r{n), ¥n > ng avec

2logn
(48) ’r(n) — exp (W) .

(c) Nous appliquons le lemme 2, a ct ¢ étant définis ci-dessus. On a
(49) ni+ k+ 1< 4" exp(dLpgpan)) + k+ 1.

Or, en utilisant le théoréme des nombres premiers dans les suites arith-
métiques, on a, pour k assez grand,

1 INak ak
L Polarl gy o PRl
4 IOg P2lak) log Palak]

Pour k assez grand, {49) entraine donc

(50)

ng +k+ 1 < exp(8Lpajany) -
La fonction x + logx/loglog x étant croissante pour x > ¢, on obtient

: . 16 Lparas
logr(n. +k+1) = 2log(ny + & + 1) < 2= P2ak .
_ loglog(ny + k + 1) 7 log 8L + log pajax|

Donc, pour k assez grand,

(51) r{ng +k+1) <exp (32LM—) :
10g P2[ak]

(d) Posons @ = pojar) /108 pajar)- Alors x tend vers Pinfini avec k. En
utilisant (50} et (51), on obtient
ring + k+1) - exp(32La)
lq]* T |g|F/(Ba) 7

v (e " 1 o
ring +k+1) < exp((SQL— _Oﬂ)x)

q* Ba
et puisque @ vérifie (46), limg_ o r(ng + &k + 1)/|q|* = 0.

d’on

(e) Il est clair par ailleurs que lim, . r{n+1)/r(rn) = 1. Comme
a(ng + 1) = alng +2) = ... = a(ng + k) en vertu du lemme 2, le théoreme
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2 s’applique, et on obtient, pour k = k(m) assez grand,

ik
Cq™ — Z a(n)g™"" =0.
n=0
Utilisant les (a), (b) ¢t (¢) du lemme 2, on obtient
'ﬂ,k*é—l
Cq™ — 24 — Z a(n)anﬁn —0.
n=0

On en conclut que ¢°+! divise 24, ce qui contredit le choix de 6. Le
théoréme 1 est donc démontré.
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