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Théorie des nombres/Number Theory

+00
Sur Pirrationalité de > " /(¢" — r)
n=1

Daniel DUVERNEY

Résumé — Soit g € Z, |q| 2 2, et soit r = bfa € Q. Nous démontrons, sous certaines conditions,
4= T

I'irrationalité de Z r® (g™ —r).

n=1

4o
On the irrationality of Y " /(¢" — r)

n=1

Abstract — Let q € Z, |q| = 2, and let v = bja € Q. We prove, under some assumptions, the

4 =
irrationality of Z ™ (g™ — ).
=]

+00
Lirrationalité de Z 1/(q" — 1) a été établie par P. Erdés dans [4] pour ¢ € N,

n=1
1 Fa
q = 2. Plus récemment, P. Borwein a démontré |'irrationalité de Z 1/(q" — ) et de
n=1

+ 20
Y (=1)"/(q" — r) pour g € Z, |q| Z 2, et r € Q" [2]. Dans cette Note, nous démontrons

n=1

le résultat suivant:

THEOREME. — Soient ¢ € Z, |q| = 2, et 7 = bf/a € Q", |r| < |g|. Posons u,, = aq™ — b,

et soit P 'ensemble des nombres premiers divisant 'un des u,, (n = 0). Pour toute partie
finie F de P, soit:

d(F) = ]:[pl";{p'_l]'.

peF

Supposons qu'il existe une partie finie F de P, telle que |b|*[|q|d (F) < 1.
+oo
Alors [, (r) = Zr“,’ (g™ — r) est irrationnel.

n=1

Démonstration. — Posons U = {uy, uo,..., u,,...} et, avec les notations de [3],

+co

Lo le) = Z:::”fun, Il a été démontré dans [3], théoréeme 4, que

n=1

(1) Q. (z) Ly (z) — B (z) = z°" R (z)

avec

{.2] (?n l:-'l:] = Z [‘_I}P o n—p “’Eﬂ—p—l"-“'li—h'l‘l [”] ":IT;FlI =t o
p=i ;U q

Note présentée par Jean-Pierre Serge.
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k=1

De plus, si |a/b] = 1, ce que nous supposons pour l'instant, on a ([3], formule (42)).
S L

(4) B (o) = —\2

n(n=3)/2 bl™
I —— 1!'.!-!';' == |h‘| |f!l'| IJ|

ot I(q) ne dépend ni de x, ni de n.
En notant dyy la U-dérivation ([3], § 2), on a dy Ly (2) = 1/(1 — x). donc en vertu

de la formule (17) de [3]:
q— =T q

si bien que, pour tout entier n non nul:

:”I T
fL
() = ZM 5+ Lo (@)

Pour # = r = b/a, nous obtenons:

b 2 gk 1 a” b
(6) Ly = — -+ o=
: (uq") b agn=%*—b " b " \a
k=0
La proposition 2 de [3] et le lemme 2 de [1] permettent d affirmer que, pour tout réel
x non nul et tout entier naturel n, I'un au moins des nombres R, (x) et K, () est

différent de zéro. Si nous remplacons = par b/ag™ dans (1) et utilisons la majoration (4) et
I'égalité (6), nous obtenons donc pour une infinité de valeurs de n ’encadrement suivant :

o D{‘ Q"( b ) a” T (h)
ag™ ;] " a
EJ =1 h
i'l. ( ) ‘Z“ b,i.,-{-l 'ﬂ-q”— ko b = P” (ﬂ'q“) ‘

2n+1
= ’:l{q} “’" |r:'_11ri[rr—.'f|-]l,-'r2 !hln-
= lag| = [b] \af|q|

Pour toute partie finie F de P et n assez grand, soit D, (F H;J[””P D=1, Alors,

peF
pour tout £ = 0, D, (F) divise w41 tUps2...t54, en vertu du petit théoréme de Fermat,

{5) il LL-' {.‘I.'} —

et H aq® — b)/D,, (F) est multiple commun & aq — b. aq® — b, ..., ag™ — b. Si nous

muluphnn% I'encadrement (7) par:

T

] (ag* —b) ‘ g™ |a|™ [B]" /(D (F)P,

k=1

Tli —
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n=1I

nous obtenons donc:
i

(B I | (ag® — b)
b k=1
; | = v *'.j'n [1 1% 5
ol (3) - 0o| < BT

avec a, € Z. 3, € Z, et C ne dépendant pas de n.

L
Or: H (ag® — b)| £ ~a|" |g|" "+1)/2 ol v ne dépend pas de n.

k=1
Donc: 0 < |a, Ly (b/a) — Bn] < K (|b]*/(d(F)|q|))*", ce qui démontre le théoréme

pour |a/bl 2 1. Si |a/b] < 1, on a |agq/b| > 1. D’apres (6), il suffit de prouver que
Ly (b/ag) € Q. Mais ceci est vrai car, d’aprés ce qui précede, Ly (b/ag) € Q. avec
v, = aq"tt — b, et Ly (b/ag) = (aq/b) Ly (b/ag) — (1/(ag — b)). La démonstration du
théoréme est donc complete.

Nous énoncons deux corollaires immédiats.

b=

COROLLAIRE 1. — Soient 7 € Z — {0} et q € Z,|q| = 2. Si v* £ |q|, alors

+ 00

Ja(r) = Z r [(q™ — r) est irrationnel.
n=1

On a en effet d(F) > 1 pour toute partie finie F de P.

COROLLAIRE 2. — Soient v € Z — {0} et q € Z, |q| = 3, r et q impairs. Si r* < 2|q|,
00
alors f,(r) = Zr"{(q” — 1) est irrationnel.
n=1

Dans ce cas, en effet, 2 € P, donc d (F) > 2 pour toute partie finie F de P contenant
2 et un autre élément.
Lorsque g et r sont donnés numériquement, le théoréme ci-dessus permet d étudier
I'irrationalité de f, (r).
+ oo
Exemples. — a) Z 2" /(3" — 2) est irrationnel. En effet, 5 divise 3° — 2, et 4 < 3.51/4,

=1

=
h) Z:i"}H" — 3) est irrationnel; on observe que 11, 13, 23, 37, 47 et 59
n=1
divisent respectivement 4% — 3,42 — 3,4% — 3,418 — 3, 4% — 3, 4% — 3. Pour
F = {11, 13, 23, 37, 47, 59} on a 4.d(F) > 9, et le théoréme s’applique.
Pour obtenir d autres résultats d’irrationalité sur f, (r), nous remarquons que, en vertu
du théoreme, f,(r) est irrationnel si le produit infini H p'/ =1 diverge. Cela sera
peP
notamment le cas si la densité de P est strictement positive, puisque dans ce cas la série
Z 1 /p diverge. Mais pour les suites de la forme ag™ + b. on ne connait guére de résultats
reP j
définitifs sur la densité de P que dans le cas |a| = |b] = 1[7], ce qui n'améne pas de
résultats nouveaux par rapport a [2]. Cependant, le probleme de la densité de P est aussi
lié a la conjecture d’Artin. On ne sait malheureusement pas démontrer, pour 'instant,
que l'ensemble des nombres premiers p pour lesquels ¢ # —1, non carré parfait, est une
racine primitive modulo p a une densité strictement positive (sauf sous des hypothéses
supplémentaires, voir [6] et [8]). Un travail relativement récent de D. R. Heath-Brown
|5] sur la conjecture d’Artin permet toutefois d obtenir des énoncés dans le cas qui nous
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occupe. Convenons de dire que f, est irrationnelle si f,(r) est irrationnel pour tout
rationnel non nul r, |[r| < |q].

COROLLAIRE 3. — La fonction f, est irrationnelle pour tous les nombres premiers q, sauf
éventuellement pour deux d’entre eux.

Démonstration. — En vertu du corollaire 2 de [5], étant donnés trois nombres premiers
distincts g1, g2. g3, il existe ¢ € {q1. g2, g3} tel que le nombre N (n) de nombres premiers
p = n pour lesquels g est une racine primitive modulo p vérifie N (n) = en (logn) =2, ol
¢ est une constante. Tous ces nombres premiers appartiennent a P pour tous les couples
(a, b). Or, par des arguments classiques, 1'inégalit¢ N (n) = en(logn)~* entraine la

divergence de la série Z 1/p, donc f,(r) est irrationnel pour tout r € Q*, |r| < |q].

reP
et le corollaire 3 est démontré.

Note remise le 24 juin 1994, acceptée aprés révision le 12 octobre 1994,
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