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Théorie des nombres/NumberTheory

Une propriété arithmétique du nombre J>-adique

Daniel DUVERNEY

Résumé — Soit peN, p premier. On conjecture [1] que le nombre p-adique xp= £ p" est
11=0

transcendant. Dans cette Note, nous démontrons un théorème qui permet de conclure que xp est
non quadratique. La méthode utilisée est celle de [2], c'est-à-dire exploite le fait que la suite p(n)
comptant le nombre de décompositionsde n en somme des carrés de deux entiers positifs contient
« beaucoup de zéros » (voir le lemme ci-dessous). On ne peut donc espérer démontrer la transcen-
dance de xp par ce moyen.

+ 00

An arithrneticproperty of the p-aàic number £ a (n) pm"

71 = 0
+ co

Abstract — Let peN be a prime. One conjectures [1] that the p-adic number xp= £ p" is
F1=0

transcendental. In this Note, we prove a theorem which implies that xp is non quadratic. We use the
same method as in [2], based on the fact that the séquence p (n) which represents the number of
décompositions ofn as a sum of the squares of two positive integers contains "many zeroes" (see the
lemma below). Thus this methodcannotbe used to prove the transcendence ofxp.

Nous démontrons le résultat suivant :

THÉORÈME. — Soit peN, p premier. Soit meN— {0}. Soit {a(«)}„eNeZN, avec :
a) a(ri)^=0, pour tout «eN
b) | a (n) | ^M, pour tout neN.

+ 00Soity=Ya(n)pmn2eQp.
71= 0

Alors pour tout PeQpq, degP^2, P^O, 077 a : P(y)^0.
Démonstration. — Posons q=pm, et écrivons :

Il résulte de l'hypothèse b) du théorèmeque | pa (n) | :g M2 p (n), où p (77) désigne le nombre
de décompositions 77 = <x2 + p>2, avec (a, P)eN2. La démonstration du lemme suivant est

Note présentée par Jean-Pierre SERRE.
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tout fait analogue à celle du lemme 2 de [2], et nous l'omettons :

LEMME. — Soit SeN—{0}, et soit he]Q, 1[. On désigne par pt<p2<
. . .

<p„<
. . .

la
suite des nombres premiers de N congrus à 3 modulo 4, consécutifs, px étant choisi de
façon que :

Alors il existe un entier m0 = m0(h, 5) et une constante L (constante de Linnik [3]) tels
que, pour tout k= k(m)=p1p2. .pm, m^m0, il existe (nk, n'k)eN2 vérifiant :

a) p (nk+ z') = 0, pour tout ie{ 1, 2,
. . ., n'k + 5+\}.—{n'k+l},

b) p(nk+ n'k+l)= 2,
c) l(nk+ ï) = 0, pour tout ie { 1, 2,

. . ., n£ + 8 +1},.
ÛD 77,c^4Lexp(4Li?2[M]),
e) fc^.
Démontrons maintenant que y est non quadratique. Supposonsqu'il existe A, B, C e Z,

avec A^O, tels que Ay2 + Bj + C = 0. Alors :

Dans le lemme, nous choisissons he]0, 1[ tel que :

et SeN —{0} tel que, pour tout (u, z>)eN2, q5+ 1 ne divise pas 2Aa(u)a(v) dans Z [ceci
est possible en vertu des hypothèses a) et b) du théorème].

Si nous introduisons la suite nk dans (4), nous obtenons grâce à à) du lemme :

Par ailleurs, soit gk= Y, (Apa(n) + Bl(n))q"+ C; alors gkeZ, et on peut le majorer en
7! = 0

valeur absolue :

Or on sait ([4], p. 262, th. 317, et § 18-7, p. 270) que



+ 00
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71 = 0

Donc il existe Ke]0, + oo[ tel que, pour k assez grand :

/g") |„ |< _Bt+(l/log«) (log T^./loglog iij.) + K

Supposonsgjt^O. On déduit de (8) que :

Mais si nous utilisons le théorème des nombres premiers dans la suite arithmétique

4?7+ 3, nous obtenons pour k assez grand :

et par suite, en vertu de d) du lemme :

En reportant ce résultat dans (9), on obtient :

Grâce au choix de h, cette inégalité contredit (6) et (7) pour k assez grand. Donc

gk=£k(m)= Q pour 777 assez grand, et on obtient alors :

En utilisant a), b), c) du lemme, il vient, pour un entier r compris entre 1 et nk + n'k :

Donc (76+ 1 divise 2Aa(7")a(7%+77[.+ l —7-), ce qui contredit le choix de 5, et achève la
démonstration.

Je remercieM. J.-P. Bézivin, professeur à l'Université de Caen, pour ses suggestions à partir d'une première

version de ce travail.
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