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RESUME : Ce texte a pour but de critiquer, de maniére constructive, la facon dont
on expose ordinairement les mathématiques. Dans ce but, je propose d'autres
démonstrations possibles de deux théorémes classiques d'analyse au niveau

- - . P . . *
des lycées ; ces démonstrations sont basées sur une approche hewristique

des théorémes & démontrer. J'essaye enfin de montrer que cette approche
se transpose sans difficulté & la correction et & 1'é@tude méthodique des

problémes. Le texte se termine par une courte bibliographie commentée.

1. INTRODUCTION

L'enseignement des mathématiques se trouve dominé par un modéLe sur la fagon

d'exposer les mathématiques : i1 s'agit du mod2fe déductif. Ceci a €té particuliére-

ment vrai durant les dix derniéres années, ol la correction formelle, portée au
pinacle, tenait lieu de rigueur. On s'est pourtant apercu assez vite que, comme
1'affirme René Thom, "1'absolue rigueur n'est possible que dans 1'insignifiance",
et qu'il était peut-tre temps de donner un sens aux notions étudiées. C'est me
semble-t-i1, un des buts de la réforme introduite dans les classes de seconde cette
année, et qui tbuchera les classes de premiére 1'année prochaine. On a essayé de

s ma ez ‘ . LK
donner un sens aux notions étudiées au moyen de manipulations:.

v hewdistique : qui a rapport avec Ka découverte d'une solution.

~ Du moins en théorie, car au niveau de la pratique la manipulation des objets mathématiques
a posé de sérieux problémes de temps et de motivation des €léves.
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Pourtant, le modéle déductif reste dominant. En effet, 1'étude d'un théme (manipu-
Tation) peut précéder ou suivre la mise en forme théorique (rigoureuse), cela ne

change rien (du moins au niveau des manuels) : au niveau de la addaction des études,

ou de £'exposé des notions nouvelles méme motivées par une étude préalable, le

modéle déductif est roi. I1 constitue, au sens propre du terme, le "modéle" & suivre
par les éléves qui, trés souvent, ont beaucoup de mal d y arriver. Le modéle déductif
nous impose de rédiger nos raisonnements suivant le schéma simplificateur :

Connu > Inconnu

I1 gomme tous les temps forts de la recherche de 1a solution d'un probléme, le dépas-
sement de chacun des obstacles étant effacé par une simple justification (utilisation
d'une hypothése, d'un théoréme...). Voici un exemple typique de ce phénoméne, emprun-

té au programme de premiére scientifique.

Théoréme : X, est racine du polyndéme P(x)

<> ] un polynéme Q(x) , tel que P(x) = (x - X5) Q(x)

Démonstration : a) Montrons d'abord :

X, est racine de P(x) = _J Q(x) tel que P(x) = (x - Xy) Q(x).
Effectuons la division euclidienne de P(x) par (x - xo)
P(x) = (x -'xo) Q(x) + R(x) , avec deg R(x) < deg (x - X,)
Puisque deg(x - xo) =1 , deg R(x) =0 , donc R(x) = constante .
Mais
Q(x ) + R(xo) = R(xo) = 0 (puisque X, est
racine de P(x)). Donc

Vx elR , R(x)

i

constante = R(xo) = 0 et par suite

P(x) = (x = x) Q(x) , c.q.f.d.
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b) Montrons maintenant :
3 Q(x) tel que P(x) = (x = x_) Q(x) = X, est racine de P(x)

0
- x,) Qx) =0

C'est immédiat, car P(xo) = (xo o o

Le théoréme est donc démontré.

Quel est Te défaut d'une telle démonstration, du point de vue de £'ensedl-

gnement ?

D'abord, la séparation de 1'équivalence & démontrer en deux implications de
sens contraire n'est pas soulignée. I1 s'agit d'une premiére difficulté heuristique
qui se trouve ainsi gommée (et niée).

Ensuite, on se trouve (pour 1'implication =) devant un enchainement
d'énoncés dont chacun peut-étre expliqué individuellement (on peut donner beaucoup
plus de détails que je ne 1'ai fait), mais le mode de présentation suivi (fondé sur

le modéle déductif) ne permet pas d'appréhender £'id@e directice de la démonstration,

la démarche globale suivie, ni de 1a_juAiiﬁien par des considérations heuristiques.

Quelle est la conséquence de cela ?

La plupart des éléves ne comprendront pas la démonstration, et seront inca-
pables de la #éinvestin dans d'autres problémes. I1s "connaitront" peut-étre
(peut-étre !) cette démonstration (éventuellement par coeur), mais ce ne sera que la
démonstration de ce théoréme particulier. Or, il s'agit d'une des démonstrations les
plus niches que 1'on puisse trouver dans le second degré du point de vue hewristique.
Je vais en donner ci-aprés une:autre présentation possible, obtenue en considérant le

théoréme 3 démontrer comme un problime @ xésoudre, et en procédant avec méthode.

7) DEMONSTRATION D'UN THEOREME SUR LES RACINES D'UN POLYNOME

Le probléme & résoudre est donc de démontrer :
X, est racine de P(x) <> 3 Q(x) tel que P(x) = (x - x) Q(x)
Ce que nous pouvons constater d'abord, c'est gue nous voulons démontrer

une dquivalence. Or nous savons que, pour démontrer une équivalence, nous pouvons
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(sans que cela soit obligatoire) essayer de démontrer successivement 1'impTlication
dans chaque sens.
Nous pouvons donc penser que notre probléme (noté PB par 1la suite) sera

résolu si nous résolvons les deux problemes auxiliaires suivants :

Probléme _auxiliaire n° 1 : (PBA 1) : X, est racine de P(x) = J Q(x) tel que

P(x) = (x - x,) Q(x).

0

Probléme auxiliaire n® 2 : (PBA 2) : J Q(x) tel que
P(x) = (x - x,) Qx) = X, est racine de P(x)

Nous obtenons donc le schéma de nésclution provisoire suivant :

PBA ]‘t::ja .
PBA 2

Les fléches signifient ici : si PBA 1 et PBA 2 sont résolus, PB le sera aussi.
Essayons maintenant de résoudre ces deux problémes auxiliaires. Nous nous apercevons
rapidement que PBA 2 se résoud facilement, puisqu'il suffit d'examiner la conclu-

sion (x0 est racine de P(x)) pour voir qu'il faut vérifier P(xo) = o* » Ce qui

est immédiat.

Donc PBA 2 est résolu tout de suite, ce qui est un indice de p&ognéb* certain :

puisque nous nous sommes ramenés, maintenant, d'une Zquivalence & démontrer (PB) a
une {mplication a démontrer‘,(PBA 1).

Cherchons donc a résoudre, maintenant, PBA 1

Examinons, une fois de plus, la conclusion : i1 s'agit de demontrer

Q(x) tel que P(x) = (x - x ) Q(x)

Ce n'est pas si facile que cela, en fait ; il y a 13 un probléme de synonyme : voir
“. Reynes {Bibliographie)

-f. Polya, "Comment poser et résoudre un probléme", p. 33
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I1 s'agit 1&, en fait, d'un probléme de reconnaissance de forme : cette

égalité a démontrer peut nous gaire pensen & un résultat que nous connaissons, et

qui Tui nessembfe beaucoup :

3 Q(x) » R(x) tels que : P(x) = (x - x,) Q(x) + R(x)
deg R(x) < deg (x - xo)
(théoréme de la division euclidienne).
Pourrions-nous utiliser ce résultat ici ? Oui : nous voyons tout de suite que notre
conclusion serait démontrée si nous pouvions démontrer que R(x) = 0 . Autrement

dit, nous arrivons & un troisiéme probléme auxiliaire :

PBA 3 : Avec les mémes hypothéses que précédemment, démontrer que R(x) =0

Notre nouveau schéma de résolution est donc

PBA 3

Pouvons-nous démontrer que R(x) = 0 ? L'exposé "déductif" utilise 1'inégalite

deg R(x) < deg(x - xo) sans précautions et masque ainsi la méthode de base que 1'on

utilise et qui consiste & se ramener & deux problémes auxiliaires :

constante

PBA_4 : Démontrer que R(x)
PBA 5 : Démontrer que R(g) = 0 pour une valeur particuliéne.

Le schéma de résolution devient :

PBA 4 —

PBA 3 3 PBA 1
PBAS — T pp
PBA 2 —)

Ce théoréme est une bonne cccasion d'introduire la méthode suivante :



.38 -

I étant un intervalle et a un réel donné, pour démontrer que f(x) =a ,
Vxel , il est parfois possible de se ramener aux deux problémes auxiliaires sui-
vants :

aj Montrer que f(x) = constante® 5

b) Montrer que cette constante est a en calculant f(x) pour une valeur

de x bien choisie.

Cette méthode est d'utilisation courante, par exemple pour démontrer que
In(ab) = 1n a + 1n b,
Nous avons maintenant, semble-t-il, réduit 1a démonstration d ses &léments

essentiels. Nous pouvons alors constater que 1'exposé déductif :

a) introduit, en placant les différents problémes auxiliaires les uns &
la suite des autres sans expliciter leurs liens, un ordre £indaire

(temporel) qui empéche de saisir 2'enchainement néel des idées de la

démonstration.
b) ce ce fait, i1 empéche de montrer 1la Logique (heuristique) qui procéde

a 1'apparition de ces problémes auxiliaires.

3. UN AUTRE PROBLEME

Théoréme : Vn ¢ Z , la dérivée de x" est nx"!

Ceci est un théoréme dont la démonstration ne s'impose peut &tre pas au
niveau du second cycle : d'aprés mon expérience, les éléves 1'acceptent fort bien
par généralisation des cas n=2 , 3 et 4 . Pourtant, il arrive un moment ol
i1 faut Te démontrer : i1 me semble que la démonstration de ce théoréme, convenable-
ment exploitée, peut-&tre utile & des &léves de terminale C . Nous allons essayer

de 1'analyser.

Cela se fait le plus souvent en utilisant Ta dérivée
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La premiére idée que nous puissions avoir, pour démontrer ce résultat, est
d'utiliser la définition de la dérivée, c'est-a-dire d'étudier la limite, lorsque

h— 0 , du rapport :

T(h) = L&;tlﬂil:_éi_ (PBA 1)

h

g, , 11 nous faut donc chercher a
éliminer h entre le numérateur et le dénominateur. Ici intervient, encore une fois,

On a une forme indéterminée du type

un probléme de reconnaissance de forme : la vue de (x + h)n nous falt penser a la

formule du bindéme de Newton. Le probléme, ici, est que cette formule ne peut

s'utiliser que pour n e N . Mais comme, manifestement, dans ce cas, nous risquons
. . s s ; . .k R

bien d'arriver & démontrer le résultat, nous pouvons dichotomiser notre probléme

de départ :

PBA 2 : Démontrer que Wn e |, (xn)' = nx

PBA_3 : Démontrer que Yne Z-N , (x™)' = nx

On a le schéma de résolution :

PBA 1 ———> PBA 2

Nous avons une bonne piste pour résoudre PBA 2 , par contre nous n'en

avons pas pour résoudre PBA 3 . Mais cette dichcfomie du probléme est un (ndice

* La méthode de dichotomie est basée sur Tle principe du tiers-exclu.
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de prognes, puisqu'elle nous donne une idée pour démontrer le théoréme "dans la
moitié des cas". On vérifie aprés un petit calcul que PBA 2 se résoud en passant
par PBA 1, comme prévu. Mais i1 est intéressant de remarquer que nous pouvons
résoudre PB A 2 d'une maniére plus simple : en examinant son énoncé, nous remar-
quons en effet qu'il s'agit de démontrer une propriété '"Wn e N" : i la vue d'un
énoncé de ce type, nous devons penser automatiquement qu'il est peut-etre possible
d'utiliser un raisonnement par récurrence® . De fait, c'est possible ici, et les
calculs sont beaucoup plus simples que 1'orsqu'on utilise la formule du bindme.

PBA 2 est donc résolu, par deux méthodes différentes. Comment faire pour PBA 3 ?
IT suffit sans doute d'étudier un cas particulier pour nous mettre sur la voie : par

n -2 . R
exemple, x = x . Ceci nous permet de reconnaitre qu'un nombre neZ - N

~ . * -
s'écrit n = -p , avec pelN" , et que x" = x7P - ~l—-. Nous pouvons alors
X

résoudre PBA 3 en utilisant le théoréme sur la dérivée de 1'inverse d'une fontion

et Le nésuliat démontné en PBA 1 (ce qui s'appelle se ndmener au cas precédent). Le

calcul exige de savoir manipuler correctement les exposants mais ne présente pas,
sinon, de difficultés majeures.

Cette démonstration achevée, 171 s'agit, comme dans un conte, d'en tirer
Ta morafe, ou la lecon. On en tire une méthode intéressante :

Pour démontrer qu'une priorité est vraie VYn e Z » i1 est parfois possible

de dichotomiser le probléme : -

a) démontrer que la priorité est vraie Vn e N (éventuellement par récur-

rence).

# On se raméne alors a deux problémes auxiliaires :
PBA 4 : Montrer que la propriété est vraie pour n = 0

PBA'5 : On suppose la propriété vraie pour n . Montrer qu'elle est vraie pour n + 1
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b) Démontrer que la propriété est vraie Vne Z - N » en posant n = -p

et en utilisant Te résultat du premier probléme auxiliaire.

Cette méthode s'utilise, par exemple, pour démontrer le petit théoréme

de Fermat (cf. R. Honsberger, Joyaux Mathématiques, Vol 1, CEDIC, p. I3-14).

4) CONCLUSION

Nous voyons donc, sur ces deux exemples, qu'il est possible d'aborder les
démonstrations dans un ordre différent de celui imposé par le modéle déductif. I1
me semble important de comprendre que 1'utilisation du modéle déductif dans 1'ensei-

gnement se fonde sur Te principe (non-dit) suivant :

IL SUFFIT D'EXPLIQUER CLATREMENT ET MINUTIEUSEMENT POUR ETRE COMPRIS

Ainsi, si un &léve ne comprenait pas la premiére démonstration (§ 1) du
théoréme sur les racines d'un polynéme, on pourrait, sans changer de modéle, la
détailler plus, par exemple mieux expliquer pourquoi un polynéme de degré zéro est
une constante, ou donner encore d'autres précisions.

Le modéle déductif admet donc la notion d'obstacfe, mais seulement la

notion d'obstacle £ocal. I1 Tui est impossible d'intégrer la notion d'obstacle
global : un obstacle global, dans un probléme (par exemple dans une démonstration)

est constitué essentiellement par le plan de #ésolution, mis en évidence par Polya,

et qui est inconnu au départ. Pourtant, on peut souvent le trouver en réfléchissant
de maniére logique (méthodique). Nous nommerons cette forme de Togique "Logique
hewnistique", par opposition & la logique formelle. La logique heuristique ne donne
pas de certitudes, mais seulement des probabilités, des hypothéses de travail & tes-
ter, qui conduisent souvent, comme on 1'a vu sur ces exemples, a des problémes auxi-
Tiaires, qui seront la trame du plan de résolution.

Je n'ai pas Ta place de développer ici davantage ces notions. De toutes

facons, i1 ne s'agit 13 que d'hypothéses, qui demanderaient & étre confirmées par
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T'expérience. Mais je suis personnellement convaincu qu'une approche "heuristique"
des démonstrations et des corrigés de problémes, ainsi qu'une initiation a cette
approche Tors des interrogations orales par exemple, permettrait d'améliorer les

capacités de nos éléves a résoudre les problémes mathématiques.
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