198 RMS n°3, novembre 1993

Développement d’un nombre réel en série de Engel

par DANIEL DUVERNEY
Lycée Albert Chitelet, Douai

\

On note [ x ] la partie entiére de x, et { x } sa partie fractionnaire : {x} = x—[x]. Les lettres entre crochets
renvoient a la bibliographie, située 2 la fin de I’article.

A - ALGORITHME DE BRIGGS.

Dans tout ce qui suit, x; est un réel, Xg € 10, 1]. Lalgorithme qui permet de développer Xo en fraction continue
réguliere est bien connu ([Va], [Le]). Il s’écrit :
[ - { 1
0 =
X0

puis par récurrence :

ot
(A-1) "

Nous allons ici étudier un algorithme assez voisin, implicitement utilisé par HENRY BRIGGS (1561-1630) pour
calculer certaines valeurs du logarithme décimal (voir plus loin, paragraphe D, et [Na], tome 1, p. 125).
Lalgorithme de BRIGGS s’écrit :

w=| L] oo |t
(A-2) Xo puis par récurrence X

Xy = uyxg—1 . Xppq = Upx,—~1
L'algorithme de BRIGGS posséde les propriétés suivantes :

PropositionA-1.V xe X, x, > 0.

Démonstration. Par définition de la partie entiére

H <1 HH
xrl xn xn

= u,—1c<

(A-3)
1
z < u,
Le résultat se démontre alors par récurrence ; on a x, > 0. Supposons x, > 0 il résulte alors de (A-3) que
u,x, > ldoncx,, , > 0daprés (A-2).
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Proposition A-2. La suite ( x, ) est décroissante.
Démonstration. On a vu en (A-3) que

u —1<
n X

Puisque x, est positif (proposition A-1), on a donc :

LlnX”—X”SI
S u,x, -1 <x,
S X, 4 < x,

Proposition A-3. La suite ( 1, ) est croissante.

. . | PN - . . N .
Démonstration. En effet, — croit d’aprés la proposition A-2, et la fonction partie entiére est croissante. Donc :
n

1 .
u, = [f}+ 1 est croissante.

X,
PropositionA-4.Vne Nou, 2 2.

, . 1
Démonstration. Onau, 2 Uy = {r—]+ 122 carxy < 1.
0

Proposition A-5. Soit x,€ 10, 1], et soit (u, ) la suite définie par Ialgorithme de BRIGGS. Alors la série de

PP 1
terme général ————— est convergente, et :
Ugiy ... U,

Démonstration. On a en vertu de A-2 :

Xn+1 U, Xy 1
donc
1
Xy = . t o X
" n n
de méme
X - + ! X
n-17 n
u u
. n—1 n-1
d’ou
x 1 + ] 1 x
n-17 n+1
Uy | Uy Uy Uy 4y
on obtient ainsi facilement par récurrence :
1 1 1 1
(A-4) Xy = —+ +...+ + X4
Ug gl Ug Uy ... Uy UG Hy ... Uy

Or, ( x,, ) étant décroissante : x, < xy < 1. Et puisque , 2 2 (proposition A-4),on a :
1

1 N <
I EEE— —— — (O.quand n —> + 0. D’0l le résultat.
UgUy ... Uy,

. <
g1 = 2n+l

B - DEVELOPPEMENT D’UN NOMBRE REEL EN SERIE DE ENGEL.

Nous avons démontré au paragraphe précédent que tout réel x, compris entre O et 1 peut s’écrire sous la forme :

1 1 1
X0=_+ + ...+ + ...
Ug UOMI u()ul...un

ol u,, est une suite d’entiers positifs, croissante, dont les termes successifs se calculent par I’algorithme de BRIGGS.



200 RMS n°3, novembre 1993

Réciproquement, démontrons la

Proposition B-1. Si x; € 10, 1 ] s’écrit sous la forme :

(B-1) rg= L — L

ol ( m,, ) est une suite d’entiers strictement positifs, croissante, alors (m, ) = ( u,, ), suite donnée par I’algorithme
de BRIGGS.
Démonstration. Notons d’abord que :
s s n+1
x€10,1] = my 2 2, doumygm; ...m, = 2
puisque ( m,, ) est croissante, ce qui assure la convergence de la série. Si x, vérifie (B-1), ona:
1 1 |

myxg—1 = + +.o ..
ml ml m2 ml m2 ‘e mn
1 1 1 .
< —+ +o At ... (car m, croissante)
mg mom] mom] eemy
< ol <1 1
= myxy—1 < xy doumy < +x—0
s . PR 1 1 .
D’autre part, il est clair d’apres (B-1) que x,; < P donc my—1 < = < mg, ce qui prouve que
0 0
1 o
my—1 =| — | donc my = uy. On en déduit :
X0
1 1 1 1 1 1
X =—+ +...+ = —+ o+ ...
up o U u, Uyy...u, my  mn, mymy...m,

et en itérant ce raisonnement, on abienm, = u,,Vne N, C.QFD.
Nous concluons que le développement en série obtenu par I’algorithme de BRIGGS est le seul qui soit de la
forme (B-1). Il est connu sous le nom de développement en série de ENGEL de xo. ([Pe], p. 116 ; [Ga], p. 17.)

Exemples. La proposition (B-1) nous permet d’affirmer que :

a) Puisque e -2 = % + % + ..., on a affaire au développement en série de ENGEL de e — 2, avec u,, = n+2.

|

b) Puisque ch1~1 = %+ + ... nous avons ici le développement en série de ENGEL de ch 1 — 1, avec

S

!
u,=(2n+1)(2n+2).

§l7+%+..., on a ici le développement en sériec de ENGEL de sh1-1, et
U, = (2n+2)(2n+3).

¢) Puisque sh1-1 =

C - CARACTERISATION DES NOMBRES RATIONNELS.

Proposition C-1. Soit xye 10,1]. Alors x, est rationnel si et seulement si la suite (u,) de son
développement en série de ENGEL est constante 2 partir d’un certain rang.

Démonstration.
a ) Siu, est constante a partir d’un certain rang N, alors :

1 1 1
Xy = —+ +..=
uy Uy UN "N_l

estrationnel; ilest donc de méme x; en vertu de (A-4).

b)) Supposons x, = rationnel. Effectuons la division euclidienne de B, par A, :

0
By

By = AgQy+Rpavec0 < Ry < A,
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B A
Ax, =Ugxy—1 = {{i}ﬁ-l}gﬁ—l

Ao
(C-1) = (Q+Dg -1
0

On a alors :

_AQtA-By  A-Ry
By By

_n

By

(proposition A-1), il existe N e Ntelque:Vn 2 N, A, = Ay.DoncVn 2 N, x, = xy. Par suite :
Vin2Nu, = uy CQFD.

Il résulte immédiatement de (C-1) que I’on peut poser X, = 7 et que la suite (A, ) décroit. Comme A, € N*

Exemple 1. e.ch 1 et sh 1 sont irrationnels puisque les suites de leurs développements en sériec de ENGEL
tendent vers + oo,

+ oo
Exemple 2. ([Li}) z 12 est irrationnel ; en effet, il s’agit d’un développement en série de ENGEL, avec
n=02n
u, = 2211+I‘
V2, N2
+
Exemple 3. Si eﬁélait rationnel, ch V2 = e—ze——le serait aussi, or :
2 4 2n
(V2)* (N2) (V2)
chV2 = 1+ o7 Tt 27 et T
2 n
2 2 2
1+2!+4!+ +2n,+..
ch¥2 = I4+1+——+. .+ ! +
Ix2 3x5...(2n-1)n!

On a donc le développement en série de ENGEL de ch V2 -2, avec u, =(n+2)(2n+3);ch V2 est donc

. . 2 . 0ge
irrationnel et e\r aussi, moyennant la proposition C - 1.

D - LOGARITHMES ET SERIES DE ENGEL.

Plagons-nous, pour simplifier, dans le cas des logarithmes décimaux : soit a calculer log a, a entier, 2 < a < 9.

%> 10. On a alors : kyloga > 1 et (ky—1)loga <1 dou :

1
kg = [loga}+l

kg est donc le premier terme du développement de log a en série de ENGEL
Posons ensuite :

Soit k, le plus petit entier tel que a

+1 2 ky > L Il en résulte :

log a log a

x; = kyloga—1

ak()
 x; = log To

k
On recommence le méme calcul avec {a]‘(;'} a la place de a. On cherche le plus petit entier &, , tel que

k
I
ako PR s kok
10 > 10 ce qui équivaut a a0 > 10
ENGEL ; et ainsi de suite. On voit que le calcul de log a se raméne a déterminer le nombre de chiffres, dans le
systeme décimal, des puissances de a ([Na], tome 1, p. 126). Ce calcul nécessite néanmoins 1’utilisation de trés

kvl ; k; est le deuxieme terme du développement de log a en série de
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grands nombres. On trouvera ci-dessous les quatres premiers termes du développement en série de ENGEL de log a

poura = 2,3, ...,9. Pour a = 2 par exemple, on obtient par ce moyen les approximations rationnelles de log 2
suivantes:
3 .59 15783
107196 ° 52430
a Uy uy Uy Uy Uy
2 4 5 49 107 188
3 3 3 4 6 18
4 2 5 49 107 188
5 2 3 6 7 8
6 2 2 9 75 120
7 2 2 3 8 8
8 2 2 2 5 9
9 2 2 2 2 4

E - LA FORMULE DE STRATEMEYER.

On sait que l'algorithme de développement d’un nombre réel en fraction continue permet d’obtenir
explicitement le développement en fraction continue de x; lorsque x;, est quadratique, c’est-a-dire solution d'une
équation de la forme

ax§+bx0+c~ =Opoura.b,ce?” ,a#0
(sur ce sujet, voir par exemple [Va], p. 21 ; pour une étude approfondie, consulter [Fa]).
I n’en est malheureusement pas de méme pour le développement en série de ENGEL. On sait cependant, grace a
. . ) . - N
une formule due 2 G. STRATEMEYER [St], obtenir le développement en série de ENGEL de x = 15— Nfy— 1,
e N-{0,1}.
Considérons, en effet, la suite ( ¢, ) définie par son premier terme f, et la relation de récurrence :
(E-1) fyoy =201
Alors :
ol
Ly = 41j—4t,21+ 1,

n+1
d’ou Vt,zlﬂ -1 =21, \/tﬁ— 1. Par suite :
t —NE -1 =I—LVI2 1

+17
n n n 2tn n
2’i “ti-»l_l
B 2t

en vertu de (E-1).
Posons x, = t, — \Jti — 1. Nous avons donc :

1 I
(E-2) X”=F+2rxn+].
n n

Ouencore:x, . | =21, x,— 1.
On reconnait I’algorithme de BRIGGS avec u, = 21,
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D’ou le:
- . a - NZ_1 : -
Théoréme E-1. Soitzye N - { 0,1 },etxy = #,—Vtg— 1. Alors le développement de x; en série de ENGEL

est donné par : + o0
1
xo = _—,
n§02t0-2t1...2tn
= 2t,21—l.

la suite ( £, ) vérifiant la relation de récurrence : ¢, , |
F - DEVELOPPEMENT D’'UN NOMBRE REEL EN FRACTION CONTINUE DE ENGEL.
11 existe un procédé, indiqué par EULER ([Eu], tome 1, p. 288) permettant de transformer une série de la forme :

111 I
A AB TABC TABCD T

en fraction continue. Nous allons le préciser dans le cas des séries de ENGEL.

Proposition F-1.

Démonstration. D’ apres (A-2) :

X+l = unxn_l
U, 1
1+x,,, X,
u 1
n
Xn+1 1
< T T x
1+ n
Xn+1

U

[un+,—1+{
+un+]—l+{
un+l_l+{

l })

Xn+ 1

i = un—1+{i} d’apres (A-1)
1 Xn

n
(=4
|

xn+l}

|

xn+,}J_(un-l>={i}

It 1
un+l+{x }
n+1
1 1
un[“n+.l+{x+l}] un[un+l‘l+{x l}]
n n+
@{;‘—}: 1- - | + |
" Upy Upp1 T
X+l Xn+1
Uu
< {XL} =l-—F C.QFD.
" “n+l+{ }
Xn+1
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Nous en déduisons le résultat suivant :

Proposition F-2. Soit x,& 10, 1], rationnel, et (u,) la suite de son développement en série de ENGEL

(constante a partir du rang N). Ona:
1

L)

X():

u —
0 u,
u+l—-————
uy+1—...
Un-2
Un_1
U
En d’autres termes, I’algorithme de ENGEL fournit un développement de x,, en fraction continue limitée.

Ug_ 1 +1-

Démonstration. Si x est rationnel, on a A, = Ay pour n 2 N (voir la démonstration de la proposition C-1).

.. AN 1
Donc Ay divise Byetxy = = =

= NF
B, K Ke

Par suite : { L} = 0. Utilisons maintenant la proposition F-1. Nous avons :

AN
{ ! }_ O
AN-1 Uy

1 Ux_2
= =1-
{XN—2} U +1 Un-y
N-1 - U
N
1 Un_s
= =1-
AN-3 Uno2
’ Uy_,+1- U
Uy +1- 8;1

et le résultat s’en déduit par récurrence, en remarquant a la fin que :

oLl
- — 14—
xO X0 X0

1
u(,—1+{xo}-

Proposition F-3. Soit x,€ |10, 11, irrationnel, et (u, ) la suite de son développement en série de ENGEL.
Alors la fraction continue illimitée

Traitons maintenant le cas ol x, est irrationnel.

. uy—
0 u,
up+1-
U
Uy + 1 -
u;+ 1 -
CONVerge Vers x,.
Démonstration. En notant la fraction continue précédente :
a4
)
b, +
)
b, +
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on a
(F-1) a =1
i a, = —u, o, pour n=2
et
b, = u
1 0
F-2
(F2) {nzun_l+lpour nx2,
Notant :
RGP
| ===
b, Q
R a; P,
) o~ Q"
1Ty,
2
les réduites successives de la fraction continue, on a la relation de récurrence : Q.4 = b,.1Q, +a,,1Q,-

valable dés que n > 1 en posant Qu = 1 ([Le], p. 97). On calcule ainsi facilement : Q = b, =y, Q, = uyu,
et on démontre par récurrence que, Vn > 1:

(F-3) Q, = uyu, ... u,
Mais on sait ([Le], p. 98) que la fraction continue converge en méme temps que la série :
a,  a a, o114 ... a,
- - +...+(—-1) —_—+...
Q1 Q| Q’)_ Qn— 1 Qn

et a la méme somme.
Cette série converge évidemment et sa somme vaut, d’apres (F-1) et (F-3) :

1 1(—-uy) ne | l~(—u0)(—u1)...(—un_2)
— e +(=1)
Uy - (—ugu) (”0“1---“11—2)'(“0“1'--“n—|)
1 1 1
=—+ +.o+ + ...
Uy Uy UgUy .o Uy _ |

C’est le développement de x, en série de ENGEL, et la proposition F-3 est donc démontrée.

Ainsi, I"algorithme de ENGEL permet de décomposer un nombre réel Xo en une fraction continue qui posséde, en
commun avec le développement en fraction continue réguliere, la propriété d’étre limitée lorsque x; est rationnel,
illimitée lorsque x; est irrationnel.

G - PROPRIETES STOCHASTIQUES DES SERIES DE ENGEL.

Dans ce dernier paragraphe, nous nous posons le probléme suivant : choisissons au hasard un réel Xy dans
Uintervalle ] 0, 1 ] (ce qui revient a dire que ] 0, 1 ] est probabilisé par la mesure de LEBESGUE). Que peut-on dire
du développement en série de ENGEL de Xy ? Ce type de question a été abondamment étudié par les
mathématiciens hongrois ([E-R-S], [Ré], [Ga]).

Le terme u, du développement en série de ENGEL de Xg est alors une variable aléatoire, a valeurs dans
{2,3,4,...}.
Ona u, =k (k=2,3,..)sietseulementsi Xo appartient a un intervalle de la forme :
1 1 1 1 | 1
—+ +...+ ks,x<—+ +...+
Up Uk Upty oo Uy Up U gty ooty _y (k=1)

avec2 < uy Sup <...< U, | < k. On remarque que tous ces intervalles sont disjoints. Par conséquent :

(G-1) P(u, = k) = —— 2 :

uoul u"__]
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Calculons maintenant, pour 2 < j < k, la probabilité conditionnelle suivante :

P((u, =k)n(u,_; =j))
P(un_1=j) .

(G-2) P(u,=4k/u,_,=j)=

n

L'évenement (u, = k)N (u,_ = j)estréalisé si et seulement si, x, appartient a un intervalle de la forme :
1 1 1 1 1 1
—+ +...+ — <x < —+ +...+ -
Uy Uy UgUy ..U, _ojk Uy ugu Uguy ...u, _,j(k=1)

avec2 L u, <...<u, , <j Donc:
0 n—2 J

P((u, =k)o(u,_ =j))

1 1
jk(k—l)zs%séu ey ot

n-

Un calcul facile, a partir de (G-1) et (G-2), conduit a :

j—1

(G-3) P(unZk)/un_1=j)=m.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant [E-R-S] :

Théoréme G-1. La suite de variables aléatoires u,, est une chaine de MARKOV homoggne, dont les probabilités
de transition sont données par :

P(u,=k/u,_,=j)= si2 <j<k

=1
k(k-1)
P(u,=k/u,_, =j)=0 sij >k
Il est facile de voir, a partir de (G-1), que :
1

G-4 P =k)="—""—"—
(G-4) (uy = k) = 12

Soit maintenant €, 1a variable aléatoire qui désigne le nombre d’occurrences du nombre k dans le développement en
série de ENGEL. On a, pourre N— { 0 } :

P(g2r)=Puy=k)n(uy=k)n..0x(u,_, =k))

+ oo
+ P S k=1)n(u = k)OO (uy,, = k)
j=0

En utilisant la méme méthode que plus haut, on obtient :
+ o0

- P(g 27r) 1 +y 1 Y ' -

k" (k=1) Sok"(k=1) 2Suns...sM,.Sk—1u°"' J

I < I
P(g2r)=——| 1+ -

-
k' (k=1) j=0 25u()s...5u,,sk—|"0"' J

1 N
Le terme entre crochets est la somme de tous les termes de la forme , avec o; € N, Par

2%3% L (k=1)%-1

suite :

(G-5) P(g2r)= =

Ce résultat demeure vrai si # = 0. On en déduit immédiatement : pour tout r € I\':
k-1

kr+l'

(G-6) P(g,=r)=P(g2r)-P(g2r+l)=

Nous démontrons maintenant le résultat suivant [Ré€].
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Théoreme G-2. Les variables aléatoires €, k = 2, 3, ..., sont mutuellement indépendantes.

Démonstration. Nous calculons :
Pl(e; =rn)n(eg=rn)n...0(g_; =rn_1)0(g 2r)l
=P[(u, = 2)(\...f\(ur"l = 2)m(ur‘ = 3)(\...(\(14,.#,‘7. =3)

ﬂ(urﬁr.‘ = 4)(\...ﬁ(Ll'.2+r$+m+rk_z =k-1)

N...Nn(u AI?,:k—l)m(u =k)

r2+r}+“.+rk r:+r}+.,.+r
= k)]

k-1
m"'m(“r7+r1+...+r"|+r‘—1

! 1
2235 (k= 1)1k k=1

Si bien que :
1 1
Pl =r)nts =m0 0ty =) = o rm «
DoncVik 2 2: ko k
' i—
Plote=rn =] —5 =TI Pte=r)
i=2 1 i=2

ce qui démontre le théoréme G-2.
Pour terminer, nous donnons une application du théoreme G-2, basée sur le lemme de BOREL-CANTELLI.

Lemme G-3. Soit A, (n =1,2,3,...) une suite d’événements mutuellement indépendants. Soit B
I"événement : seulement un nombre fini des A; se réalisent simultanément. Alors P (B ) = 1 si, et seulement si, la
+ oo

série Z P (A,) estconvergente.
n=1
On trouvera une démonstration du lemme G-3 dans [Ne] page 121, et une généralisation dans [Ga], page 36.

Théoréme G-4 ([Ré€]). Soit 2 < k; < ky <...< k, <... une suite strictement croissante d’entiers positifs.

Alors la suite u, du développement en série de ENGEL de x, contient, pour presque tout x,, une infinité de termes

+ oo + oo
de la suite (k,) si la série z T est divergente, et n’en contient qu'un nombre fini si la série z T est
j=17 j=1"

convergente.

Démonstration. Notons A, 1'événement : le nombre k est contenu, au moins une fois, dans la suite «,. On a

A, = (g 2 1),donc les événements A, sont mutuellement indépendants, et en vertu de (G-5) :

P(Ak):%

Le théoréeme G-4 résulte donc immédiatement du lemme de BOREL-CANTELLI.

+ oo

Exemple G-5. On sait que la série 2 —, ol (p,) est la suite des nombres premiers, est divergente ([H-W],
i=1 1t

page 17). Par conséquent, si on choisit au hasard un nombre x,, dans I'intervalle ] 0, I ], il est quasi certain que

son développement en série de ENGEL contiendra une infinité de termes u,, premiers.

Exemple G-6. {Ré] On choisit au hasard un nombre x,, dans P'intervalle ] 0, 1 |. Montrons que la probabilité

pour que la suite (4, ), .  de son développement en série de ENGEL soit strictement croissante vaut 7 Pour cela,

cherchons la loi de probabilité de la variable aléatoire ¥ qui mesure le plus petit entier m tel que aucun entier
k > m n’apparait pas plus d'une fois dans le développement de x,,.
Il est clair que, pourk = 2,3, ...:
(X=k)y=(g22)n(g, S )n(g,,<1)Nn..
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Or les événements (g, = 2)et (g, +j S 1).j = 1,2, ... sont mutuellement indépendants, donc :

+ oo
P(x=k)=P(g22) -[[P(g <)
j=k+1

Griace a (G-5), on obtient :

j=k+ J

L I 1
P(x=k)==" -5 |= =
(x =0 kz}Hl( -2] k(k+1)

Soit maintenant A I’événement : la suite i, est strictement croissante. Il est clair quez = (x = 2).Donc:

+ oo

. 1 1
P(A) = —_— = C.QF.D.
(A) ,2'2 k(k+1) 2 Q
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