AT - NOMBRES D’EULER ET
DE BERNOULLI
POLYNOMES DE BERNOULLI

Nombres de Bernoulli

Soit la fonction méromorphe ® définie par

z

@(z)zez_l.

Elle présente des podles aux points 2ikm avec k entier non nul. Il en résulte qu’elle est développable en
série entiére & l'origine sous la forme
_ An n
(P(Z) - Z ’I’L' z 9

n=0

et que le rayon de convergence de cette série vaut 2.

Remarquons que

(1) (2) + 3 coth§

Par ailleurs

On a donc

Pour n > 0, on posera
B, = (—1)”+1a2n.

Ces nombres sont les nombres de Bernoulli. (Pour certains auteurs ce sont les nombres a, qui
sont les nombres de Bernoulli). Ils permettent d’écrire le développement en série entiére a l'origine de
nombreuses fonctions classiques. On a pour commencer

z z > B
2 17 _qyntt Beon
2) ez — 1 2+nz::1( N T


Daniel Duverney
Sticky Note
Texte de G. Eguether (Université de Lorraine)


AT 2

De (1), on déduit, en changeant de variable et pour |z| < 7,

B
— n+1 n_ 92n 2n
(3) zcothz =1+ E_ (—-1) o)) 25z,

En remplacant z par iz dans (3), on trouve

= B
(4) zcotan z = Z n_g2ny2n

n—l

En remarquant que

cotan z —tanz = 2cotan2z et cotanz+tanz =

sin 2z

z
on en déduit le développement de tan z, pour |z| < 7/2, et celui de ——, pour |z| < 7.
sin z

(5) tan z i — 1)t
et
(6) = Z —2)2%m,

SlIl z

z
En changeant z en ¢z, on aurait les développements de th z et — e
z
On peut obtenir de nombreuses relations entre les nombres de Bernoulli en faisant des produits de
séries entiéres, ou en dérivant des séries entiéres. Partons pour commencer de la relation

O(z)(e* —1) =2z,

c’est-a-dire

On obtient en effectuant le produit

En multipliant par n!, on en déduit donc, pour n > 1,

> (1)
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En écrivant cette relation pour les entiers pairs, et en remplagant les coefficients ay par leur valeur, on
obtient, pour n > 1,

M

(8) _< > DBy =n—1.

k=1
De méme, pour les entiers impairs, on obtient, si n > 1
< (2n+1 1
k=1

Utilisons maintenant la relation )
sin z
zcotan z = cos 2.

Cela donne

o0 " Z2n 0 Bn 9 o " Z2n
<Z(_1) (2n+1)!> (1_ZW22 & ) :Z(_l) 2n)!”

n=0 n=1

En cherchant le coefficient de 22", on obtient, pour n > 1, aprés multiplication par (—1)"(2n + 1)!,

- 2n+1
1— Z(—l)k< ”2;: >22kBk =2n+1,

k=1

- 2n +1
10 —1)kt1 22kp, — 2.
(10) > () 2= 2

Partons maintenant de la relation
tanz zcotanz = 2.

(Z (2B75'22n(22n o 1)z2n—1> (1 o Z (237:)' 22nz2n> — 5.

n=1 n=1

On a donc

n—1

En cherchant le coefficient de 22"~!, on en déduit, pour n > 1, la relation

n—1
(11) @ 1B, = (2 1)(%) BB,y

k=1
Pour finir, utilisons la relation

——(cotanz) =1+ cotan2 z
( ) M
z

c’est-a-dire
o0

. B, B ?
-2 2n—2 —2 n 2n 2n
+ nEZI —1)z =14z <1 - g )] 27"z > .

n=1
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La série de droite se développe sous la forme

e ) 0o n—1
B 1 2n
) 2 : n 2n 2n—2 § : § : 2n 2n—2

n=1 k=1

En identifiant les coefficients de 22*~2, il vient, aprés simplifications, pour n > 2,

n—1
(12) (2n+1)B, =Y @Z) BB -
k=1

Par une des formules précédentes, on obtient facilement
1 1 1
Bl - = 5 32 e % s =

On voit que les trois premiers termes sont ordonnés en décroissant. On peut obtenir également le com-
portement des termes suivants :

PROPOSITION 1  La suite (Bj),>3 est une suite strictement croissante de nombres rationnels
positifs qui admet +o0o pour limite.

Le fait que B,, soit un nombre rationnel positif résulte immédiatement, par récurrence, de la formule
(12) par exemple. Par ailleurs, il résulte aussi de la formule (12) que, pour n > 4, on a

1 K
Bn - Bn—l = om+ 1 £ <2k> Ban—k - Bn—l
n—2
= 1 2 BB +2 BB - B
- o+ 1 i 2k kDPn—k 1Pn—1 n—1
n—2
1 2n 1,
= 5 (;—2 <2k> BB, _1, + g(2n —Tn — 3)Bn_1> .

Pour n > 4, le trinéme 2n? — 7n — 3 est strictement positif. On en déduit dans ce cas I'inégalité
B, >B,_1.

La suite (B,) admet une limite £. Si cette limite était finie, on aurait

B, l

~N —

(2n)!  (2n)!’

et puisque la série entiére de coefficients £/(2n)! est de rayon infini, il en serait de méme de la série
entiére définissant @, ce qui est faux. Donc la suite (B,,) admet 400 pour limite.
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On peut également avoir la valeur de B,, en fonction des termes suivants de la suite. Remarquons que
si |z| < /2, alors
|T/2 —z] <.

On peut donc écrire

(3= 2)coron (5 =) = 5 tans =
B Z ] cotan B z —2 an z ztan z,

et chercher les séries des deux membres. Pour le premier, on obtient

™ T > Bn .on 2 (o 2k
(5‘2)“&“(5‘2):1‘;&)!22 <,§0 <2k> (5) <—Z>’“>=

et, en inversant les sommations, ce qui est licite puisque I'on a convergence absolue, on obtient

7T2n—k

T T = (—2)F
<§—z>cotan<§—z):1—z(lj) Z 7(2n—k)!Bn 2k

k=0 n>max(1,k/2)

Pour le second membre

T T~ B >~ B
Zt — 2t . S 228 228 _ 1 2s—1 _ S 228 228 o 1 2s )
5 tanz —ztanz = o ;Zl 59)1 ( )z E o9)1 ( )z

s=1

En identifiant, on obtient, aprés simplifications, pour les termes pairs, en prenant k = 2s avec s > 1,

= B
13 225 _2)B, = 2% _ bn 9y
(13) ( ) ™ HZZSH Gn_2

et pour les termes impairs, en prenant k = 2s — 1 avec s > 1,

e}

(14) (2% =25 —1)By = 2sm > ) ﬁ .
n=s+1
Nombres d’Euler
La fonction définie par .
\P(z) - COS 2

est méromorphe et admet des pdles aux points w/2 + k7, avec k entier. Elle est donc développable en
série entiére a 'origine de rayon 7 /2. En raison de la parité de ¥, on aura

(15) CO]éZ - Z

B, 5,
)'Z .

mn).

n=0

(2

Les nombres F,, sont appelés nombres d’Euler.
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En écrivant la relation

cosz =1
oS z
on obtient
() (£55)-
“— (2n)! — (2n)! ’

et en cherchant le coefficient de 22", on en déduit, aprés simplification, pour n > 1,

(16) kZZO @Z) (—1)*Ey =0,

soit

(17) B = ( "HZ() VB,

Cette relation permet d’obtenir E,, de proche en proche a partir de Ey qui vaut 1. En particulier, on a
également Fq qui vaut 1. On peut, 14 aussi, obtenir de nombreuses relations entre les nombres B, et F,,.

Partons du produit

sin z =tanz,

COS z

c’est-a-dire

D n- N Ln n > B, n (92N n—
(;ﬁf 1) (7;0 (2n)122 ) Z; o)) 22 (2% — 1)2°"

En identifiant les coefficients de 22"~! et en simplifiant, on trouve, pour n > 1,

n—l
-1
n k+1

k:O

d ( 1 > 1
— = tan z,
dz \ cos z CoS z

2n) (g (2B?;l)' 22n(22n _ 1)Z2n—1> )

En identifiant les coefficients de 22"~ et en simplifiant, il vient, pour n > 1,

Si maintenant on utilise la relation

on a
00

En Z2n—1 — = En
z:l (2n —1)! (;Z:O (2n)!

(19) 2mE, = @Z) 225(22F _ 1\ByE,_y .
k=1
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En partant de la relation
1

cos? z

d
E(tan z) =

c’est-a-dire
o0 o0

2
Brt1 on+2,02 En
2 n+ 2 n+2 o 1 2 1 2n — 2n
§(2n+2)! ( )2 +1)z HZ::O(%%)!Z ’

on en déduit, pour n > 0,

" /2n
2 o2ntlig2nt+2 _ \B ., = 1 EyE,_
(20) ( )Bny1 = (n+1) kz_;) o, | ErEn—t-

On peut aussi obtenir les nombres FE,, en fonction des B,, en écrivant

1 2z sinz

CoS 2 sin2z z

)

c’est-a-dire

o

) 1)
<1 + Z 22n 2n 2)Z2n> (7; ﬁ Z2n> )

On en déduit, pour n > 1,

(21) (21 +1)B, = (1 +Z <2”+ 1) 1)k(22 — )Bk22k> .

Ceci permet d’obtenir le comportement de la suite (E,).

PROPOSITION 2 La suite (E),)p>1 est une suite strictement croissante de nombres entiers positifs.

La formule (17) permet de montrer par récurrence que les E, sont entiers, et la formule (19) qu’ils
sont positifs. A partir de cette derniére formule, on a

1 2n
E,—E,1 = — (Z < >22k(22k 1)ByEp—j + 2n(2n — 1)En_1> — Ep_q

2n 2k
_ ! f: 2n 22k (22F _1)ByE,_ | +2(n—1)E,_,
2n P 2k

Cette relation montre que, pour n > 2, on a
En > En—l .

Il en résulte que la suite (E,) admet +o0o pour limite.
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On peut obtenir également les nombres F,, en fonction des nombres B,,.

En écrivant .
1 2z sinz

CoS 2 sin2z z

2n n = - n
_2)22 > (g (2(n +)1)! 22 ) )

)

c’est-a-dire
o0

> e = (142

On en déduit, pour n > 1,

(22) (2n+1)E, = <1 + Z <2" - >22k(22k - 2)Bk) .

Pour terminer cette liste de formules, remarquons que si |z| < /2, alors
/2 — 2| <.

En écrivant -
5% T 1 Z

sin(Z —z) 2cosz cosz’

on peut chercher le développement en série des deux membres. Le premier membre s’écrit

2n n—
s (B G et

et, en inversant les sommations, ce qui est possible puisque la convergence est absolue, on obtient

T _ X (—1)k k T\ 2n ” n
s W () S G e o)

n>max(1,k/2)

[e.9]

n=1

Pour le second membre, on a,
o0

T — E
- . s 2541 )
2 cosz  cosz 2 ; g (23)!Z

3
—_

En identifiant, on obtient, aprés simplifications, pour les termes pairs, en prenant k = 2s avec s > 0,

(23) B = (3>28+1 > @ (5)7

T 2n — 2s)!
=s

et pour les termes impairs, en prenant £ = 2s 4+ 1 avec s > 0,

(24) (25 +1)BE, = (%)Ml f: ﬁ (22" — 9) (g)Qn .
n=s+1
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Polynémes de Bernoulli

Introduisons la fonction h définie sur {(z,u) ||z| < 27, u € C} par

z

uz
e
e —1

h(z,u) = ®(z)e"* =

Pour u fixé, c’est une fonction holomorphe en z et on obtient son développement en série entiére dans
le disque de centre 0 et de rayon 27 en effectuant le produit

o0 . . o0 n . o0 1 n - .
(S ) (S - (S () wsa) =

On définit une suite de polynoémes P, de degré n et a coefficients réels, appelés polynémes de
Bernoulli en posant

(25) Py (u) = zn: <Z> apu™F = zn: <Z> an_put

k=0 k=0
et donc,
(o] zn
26 h = P,(u)— .
(26) (z0) = 3 P

En particulier
o Zn
h(z,0) =®(z) =Y Pa(0)=,
n=0 ’
et donc, en identifiant les développements

Py(0) =1

P(0) =—1/2

Pop1(0) =0sin >0

P2, (0) = (-1)"*" B, sin >0

1w 1Y (2Xiz)"

1
h <2)\z’z, —> = (Azcotan Az — \iz)(cos z +isin z) ,

(27)

Soit A\ et z réels. On a

Par ailleurs

2\

et donc, en séparant les parties réelle et imaginaire,

o0 1 9 2n
Az cos zcotan Az + Azsinz = Z Py, (ﬁ) (—1)"( A2) ,

n=0
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et

Azsin z cotan Az — A i P LY oy (@A)
zsin z cotan Az — Az cos z = — )| (=)
e ) (2n +1)!
Lorsque A = 2, on obtient
z

2zsin z cotan 2z — 2z cos z = — ,
Cos 2

et, en identifiant les développements en série, on trouve, pour n > 0,

E
(28) Pansr(1/4) = (=1 (20 +1) 37
De méme .
2z cos zcotan 2z + 2zsinz = ——
sin 2z

et en identifiant les développements en série, on trouve, pour n > 1,

B
(29) Pou(1/4) = (12— 2) P
Lorsque A = 1, on obtient encore
) z
zcoszcotan z + zsinz = ——,
sin z

et, en identifiant les développements en série, on trouve, pour n > 1,

(30) Pou(1/2) = (1) (2~ 2) 2%

On remarque en particulier que
(31) Py, (1/2) = 22" Py, (1/4).
Les polynémes P,, permettent donc d’obtenir les nombres de Bernoulli et d’Euler.

Calculons maintenant h(z,1). On trouve
h(z,1) = ®(2)e* = 2+ ®(z) = z + h(2,0),
et, en identifiant les développements en série, on obtient

P,(0) = P,(1) sin#1l
(32) {1+P1(0) = Pi(1)

On a également
h(z,1 —u) = ®(z)e*e** = ®(—2)e” " = h(—z,u),

et, en identifiant les développements en série,

(33) P,(1—u)=(-1)"P,(u).
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En particulier, on en déduit, si n > 1, les égalités
(34) Py 11(0) = Popyi(1) = Popya1(1/2) = 0.

On obtient facilement le polynéme dérivé de P, :

Z /<;< >an bl =n " <Z: j1)@,1_1@1/“_1 =nP,_1(u),
d’ou, si n > 1, la relation
(35) P =nP, 1.
On en déduit donc, pour n > 1,

Po(u) = 2n / Pon_1(s)ds + (—1)""'B,
(36)

P2n+1(u) = (2n + 1) Pgn(s) ds
/

et on remarque en particulier que, si n > 1,

1
(37) / Po(u ni - [Pn+1(u)]1 —0.
0

On peut calculer les premiers polynomes de Bernoulli

Po(u) =1
Pi(u) = u2—% X
Py(u) = v —u+g
) Y I
Py(u) = ut—2u®+u?— %
Ps(u) = WW—35u'+3ud—tu

11

On peut étudier l'allure des courbes représentatives des polyndémes P, dans Uintervalle [0, 1] en
utilisant, par récurrence, la formule (35). Il est alors facile de voir que le polynome (—1)"T!P, est
décroissant sur [0, 1/2], et comme le produit P, (0)P2,(1/2) est négatif d’aprés les formules (27)
t (30), il posséde un zéro unique «a,, dans cet intervalle. D’aprés la formule (29), ce zéro est en fait
dans [0, 1/4]. Quant & (—1)""! Py, 41, il est croissant sur [0, oy, ] et décroissant sur [ay,, 1/2] et ne
posséde pas d’autres zéros dans [0, 1/2] que 0 et 1/2. On en déduit en particulier que, sur [0, 1],

on a

(39) | Pon(u)| < [P2n(0)] = By
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La relation (35) permet d’écrire

Poii(u) = (n+1) /Pn(t) dt + P11(0)
0

et en intégrant, on obtient

u

1 1
0= /Pn+1(u) du = P,11(0) + (n+1) / /Pn(t) dt | du,
0 0 \0o
d’oul
u 1 U

(40) Poa(w) = (n+1) / P () du — / / Pot)dt | du
0 0 0

On introduit fréquemment une autre famille de polynoémes, que 'on appelle encore polynémes de
Bernoulli, en posant

(41) Qn(u) = /Pn(t) dt .

Ces polynomes vérifient donc

r_ o 1 /
(42) Qn_Pn_n—_'_l n+1»
1
(43) Pan =+ 1) | @ - [ Quudu ]
0
1
(44) Qn = n—_H(PnH — Pny1(0)),
et en particulier
Qs — Popi1
2n — m + 1 )
(45) Qn(o) =0 , Qn(l) =0 (n > 1) > Q2n(1/2) =0.

Par ailleurs, le polynéme (2,41 ne s’annule pas dans |0, 1[.

L’allure des courbes obtenues est la suivante :



ay, 1/2

(=1)"*1 Py, (n > 1)
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(1)@ (n 2 1)

(1) Pogr (n 2 1)

(=)' Qaps1 (n > 1)

1/2 1
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On peut obtenir les nombres B,, a partir des polynémes P,, d’'une autre maniére. Soit m et n des entiers
strictement positifs. On a, en intégrant par parties,

1
[ PPadn = [Pu)Quw], - [ Prw)Qn(w)du
0

1 1
n
= PP - Pan(0) [ P da
0 0
Lorsque n > 2, on obtient
1 1
n
/Pn(u)Pm(u) du = ] /Pn_l(u)PmH(u) du,
0 0
et, lorsque n =1,
1
1
P,(u)Py, =— P,
[ PP du = — P (0)
0
Alors, on en déduit facilement que
1
not1({m-+n -
(16) [ PatwPatw =00 (") 0.
0

On a donc, lorsque m et n sont de parité différente,

1
/Pn(u)Pm(u) du =0,
0

et lorsque m et n ont méme parité,

1 1 —1
n—1f[m+n man m—n, m+n
/Pn(u)Pm(u)du:(—l) 1( . > (—1)HFmE2B e = (—1)( >/2< . > Bmin)/2 -

En particulier, pour n > 1,

(47) By = <2:> /1 P2(u) du.
0
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Développement en série de Fourier des polynémes de Bernoulli

Le développement en série de Fourier des polynémes P,, permet de relier les nombres de Bernoulli & la
fonction ¢ de Riemann.

Pour n > 1, soit ¢, la fonction de période 1 dont la restriction a ]0, 1| vaut P,. Cherchons les
coefficients de Fourier de cette fonction. Tout d’abord

1
o(on) = /Pn(u) du=0.
0

En intégrant par parties, on obtient, pour k # 0,

; ) e—227rku ! —2i7rku
k(pn) = / P (u)e” ™ dy = [Pn( ) ——— ] -n / P du
0 0

—2imk —2@7rk‘

Si n =1, la seconde intégrale est nulle, et ’'on obtient
1
itk

Pour n > 1, le premier terme du second membre est nul, et il reste

ck(p1) = —

n

Ck(‘pn) = m Ck(‘pn—l) .

On en déduit que, sin > 1 et k € Z*,

n!
ck(pn) = _W

Comme ¢ est contintiment dérivable sur |0, 1, sa série de Fourier converge vers ¢ dans cet intervalle
(simplement, et méme uniformément sur tout compact). Elle convergera vers 0 en 0 et 1.

Sin>1,ona
n!

(2mk)n’
qui est le terme général d’une série convergente. La série de Fourier convergera normalement vers (o,
sur R. Pour u dans [0, 1], on peut donc écrire

ek (pn)] =

227rku e—2i7rku o e2i7rku
48 = —nl = —on! B
(48) " Z( 2irk)n (—2m1<:)n> nlRe|) (2ink)"

k=1

On peut distinguer suivant la parité de n pour obtenir la série de Fourier trigonométrique

o) Pa) = (-1 2(am): Y- RO,
k=1
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> sin(2kmu)
Pona (1) = (—1)7H12(2n 4 1) S Snhr)
(50) (1) = (120 + DS s
Appliquons la formule (49) pour u = 0, on en tire
(51) SEDE i M
T LG T )
k=1
Cela donne par exemple
2 4 70
2)=— 4) = — 6) =—.

En écrivant

k=0 k=1
on en déduit
i __t <1 ! ) ¢(2n)
o ~ 52n )
Pt (2k+1) 2
et donc
0 1 (22n . 1)7T2n
52 = B, .
(52) k;) CErZ 2020
On a également
ZW—FZ k2n :2Z(Qk)2n’
k=1 k=1 k=1
d’ou I'on tire
0 (_1)k+1 (22n—1 _ 1)7T2n
53 = B,.
(53) kZ:l k2n (2n)!

Appliquons maintenant la formule (50) pour u = 1/4. On trouve

o sin(km/2) - (=1°
Ponir (1/4) = (1) 1202 + 1)1 S SR/ ynezg 0, gy, .
o (1/4) = (~1)"12(2n + 1) kZ:l GRmpe — DTN Gy e
Alors, grace a la formule (28), on obtient
(54) i (_1)k — (T/Z)%H E = @ ﬂ
(2k + 1)2n+1 2(2n)! T 22042 ()1

k=0

Le développement en série de Fourier permet de trouver un majorant de P, sur [0, 1]. Pour les entiers
pairs on retrouve la formule (39). Pour les impairs, on majore | sin(2k7u)| par 1 dans (50), ce qui donne

2(2n +1)! C@n+1),

| Pant1(u)] < e
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et en majorant ((2n + 1) par {(2n), on obtient

2n+1
2

(55) |Pan+1(u)| < By .
Comportement asymptotique des nombres d’Euler et de Bernoulli
Pour obtenir des encadrement et des équivalents de B, il suffit de savoir le faire pour ((2n), ce que

I’on obtient facilement en comparant la série définissant ce nombre & une intégrale. En effet, si k > 1,
on a

et donc, en sommant,

¢(2n) >1

On en déduit

2(2n)! 2n  2(2n)!
56 <B,< )
(56) (2m)? — 7 T 2n—1 (27)%n
d’ou I’équivalent

2(2n)!
Bn ~ )

(57) R

ou encore, en utilisant la formule de Stirling,

(58) B, ~4 (ﬁ)% .

e

Remarque : on déduit de ce qui précéde que

(2n)! 21’

et I'on retrouve bien que le rayon de convergence de la série entiére définissant ® vaut 2.

Pour obtenir des résultats analogues avec E,,, introduisons la fonction ¢4 définie par la série entiére de

rayon 1 suivante :
o o
B 2n\ o, 1 (2n)! an
¥s(2) = Z <23>2 —(28)! nZ::s (2n — 2s)! -

n=s
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Pour obtenir la somme de cette série, on peut utiliser les probabilités. Soit (X,,) une suite de variables
de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p. Notons Y la variable aléatoire donnant le rang pour
lequel X,, vaut 1 pour la s—iéme fois. On a donc, si g =1 — p,

n—1\ . 1 ,_
P(Yn:S) = <8_1>p3 lqn Sp.

La fonction génératrice de Yy est donc

> /n—1
Z< >psqn—szn‘
s—1

n=s

En particulier, pour s = 1, elle vaut

[o.¢]
Y A ——
= 1—2q

Mais Y peut étre considérée comme la somme de s variables indépendantes de méme loi que Y;. Sa

fonction génératrice vaut donc
n—1 z s
= \s - 1 1—2q

n zp s+1
( >ps+1qn—szn+1 — ( > ,
s 1—2q
n=s

> /n zZp s+l
s+1 n—s/_ \n+l _ - )
N ()

En soustrayant les deux derniéres formules, on obtient, aprés simplification, pour s = 2r,

0 2r+1 2r+1
Z 2n Pl 20l 1 zp ’ 1 zp "
= \2r 2 1—2zq 1+ zq ’

En prenant p = ¢ = 1/2, on en déduit

ni; @:) <§>2n+1 _ % <<2i2>2r+1 N <2iz>2r+1> ) %1/17,(2/2)'

Pour utiliser la formule (23) encadrons B,, par la formule (56). Pour n > s on a

M8

|
@

On en déduit ’égalité

et aussi

2n 2s
< )
2n—17 2s—1
d’ou,
| |
2(2n) <B, < 25 2(2n)
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On en déduit
77)2" 22n 1 25, (2n)!
(

|
(27’L) (2—2n _4—2n) < <_ Bn <
(2n — 2s)! 2 2n — 2s)! 2s—1 (2n —2s)!

(2—2n _ 4—2n)
En sommant de s & 400, on obtient alors

2s
2s —1

2s+1 2s5+1
20 (2) 7 1/ - < B 2ot (2) waa) - was).
Ya(1/2) = 14 gy e ,(1/4) =2 <32—1+1 + 52%) .

On a donc
1 2

1
1_@§¢s(1/2)_¢s(1/4)):1_w_wSl

On en déduit I’encadrement de FE,, suivant

9 2s+1 1 2 2 2s+1
59 2028)! [ 2 1—-— ) <E < 228)! [ 2 ,
(59) <s><ﬂ) ( 3%)__ < 2 <s><ﬂ)

et les équivalents

92 25+1 4 2s 245+1
(60) Es ~ 2(2s)! <—> ~8. ]2 <_S> ~ Bs.

™ ™ e ™

Le dernier équivalent est d’ailleurs un majorant de Fy, comme on le voit en utilisant les formules (28)

et (55) :

4s+1
(61) B <’

Bs.
Convergence uniforme de suites de polyndmes de Bernoulli

Pour n > 0, posons
n Pon1

_ Pn _
PQTL:(—l)n—Hi et Pgn_lz(—l) 7TB—'

By,
Soit également C' et S les deux fonctions définies sur [0, 1] par

C(u) =cos2mu et S(u)=sin27u.

Nous avons alors la proposition suivante.

—(k
PROPOSITION 3  Pour tout entier k positif, la suite (P;n)) converge vers C'®) uniformément sur

—(k
[0, 1], et la suite (Pén)_l) converge vers S*) uniformément sur [0, 1].
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Gréace a la formule (49), on a

Pan(u) =

Or d’apreés (57), le coefficient situé devant la série précédente converge vers 1. D’autre part

Z CosS 2/<;7ru

k=2

o0

ZT: )—1,

et, d’aprés le majorant de ((2n) obtenu page 17, cette somme se majore par 1/(2n — 1). Alors

> cos 2kmu

E ————— —cos2mu
k2n

k=1

Pon()—C(u)] < 220!

! 2(2n)! 2(2n)!
< o IPa0)-Cl () | 2 |

<
= B,(2m)?"(2n — 1)
On en déduit la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite (Psy,) vers C.

De méme, avec la relation (50), on obtient

2(2n)! X sin 2kmu

2n 2n—1 7
B, (27) — k

Pay1(u) =

et un raisonnement analogue montre que la suite (an_l) converge vers S uniformément sur [0, 1].
En utilisant la relation (35), on constate que

_/ J—

P2n = —27TP2n_1 .
—

La suite (P,,,) converge donc vers —2mS, c’est-a-dire vers C’. On a également

_/ JE—

P2n_1 - un27TP2n_2
ou

n(2n —1) By,_1

22 B,

Or, en utilisant un équivalent (57) ou (58) de B, on constate que la suite (u,) converge vers 1. Alors

Up =

iy .
(P,,,_1) converge vers 2nC', c’est-a-dire vers S’.

A l’aide des deux formules de dérivations ci-dessus, on montre facilement par récurrence que les suites

de dérivées (P2(n)) et (P2(n) |) convergent uniformément vers les dérivées respectives C*) et S,

PROPOSITION 4 La suite (ay,) converge vers 1/4.
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Le nombre o, est Punique zéro de Py, donc de Pay,, inclus dans [0, 1/2]. On sait qu'il est en
fait dans [0, 1/4]. Soit ¢ dans l'intervalle |0, 1/4[. La fonction C' est décroissante dans I'intervalle
[1/4 — e, 1/4]. Comme la suite (Pa,) converge uniformément vers C' sur [0, 1], il existe N tel que
n > N implique, pour tout u de [0, 1],

|Pon (1) — C(u)] < sin 27e .
Alors, si u appartient a [0, 1/4 —¢[, on a
Pan(u) > C(u) — sin2re = C(u) — C(1/4 —¢).
Mais puisque C' est une fonction décroissante sur [0, 1/4 — €], on en déduit que
Pon(u) > 0.

Le polynome Ps,, ne s’annule pas dans intervalle [0, 1/4 — ¢ [, et donc o, appartient a [1/4 —e, 1/4].
Il en résulte que
|an - 1/4| é €,

ce qui montre que la suite («y,) converge vers /4.

Une propriété algébrique des polynémes de Bernoulli

PRrROPOSITION 5 Dans l'espace & des fonctions C* sur R, 'endomorphisme % défini par
u+1 U
2w =1 (57)+1(5)

a pour valeurs propres non nulles les nombres 2'7% lorsque i décrit N. Le sous-espace propre associé
a 217" est une droite vectorielle engendrée par Pj.

e Soit s une valeur propre telle que
|s| > 2.

On a donc, pour tout u réel,

(62) () 4o (5) = s

Soit a un nombre réel plus grand que 1, et f un élément du sous-espace propre E, associé a la valeur
propre s. Posons

My = sup [f(u)].
u€ [—2a,2a]

Si w appartient a Uintervalle [—2a, 2a], alors

‘u’§a§2a ]u+1\<]u\+1§3a

Jul 2% 9.
2 ¢ 2 = 2 g =@
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Donc, on a la majoration

12 (f)(w)] < 2Ma

d’ott 'on déduit
|sf(u)] <2M,,

et finalement
|s| M, < 2M, .

ceci n’est possible que si M, est nul. La fonction f est donc nulle sur [—2a, 2a], pour tout a > 1. Il
en résulte que f est identiquement nulle. Les valeurs propres de .Z appartiennent donc & l'intervalle
[—2, 2].

e Soit s une valeur propre non nulle de .Z et f dans Ey. Alors, en dérivant la relation (62), on obtient

1., /u+1 1, /u ,
§f< 2 >+§f(§>zsf<“>=

et il en résulte que f’ appartient a Ess. Donc, par récurrence, f (k) appartient a Eoi,. Or, dés que

In |s]
kE>1-— ,
In2
on a
2k|s| > 2,

ce qui montre que f (k) est nulle. On en déduit que f est un polynome de degré k — 1 au plus.
Les seuls vecteurs propres de .Z associés & des valeurs propres non nulles sont des polynomes.

e Considérons . comme un endomorphisme de R, [u]. Soit
ei(u) =u'.

L’'image de e; par .Z est un polynome de degré i dont le terme de plus haut degré est 2'u’. La
matrice de . dans la base canonique est une matrice triangulaire supérieure, et les valeurs propres
sont les éléments diagonaux de cette matrice, c’est-a-dire les coefficients des termes de plus haut degré
de Z(e;). Les seules valeurs propres non nulles possibles de .Z sont donc les nombres 2!~ lorsque i
décrit N, et les sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

e Comme on I'a vu plus haut, la suite (P,),>0 des polynémes de Bernoulli vérifie les conditions
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et elle est déterminée de maniére unique par ces conditions. En effet, si ’on suppose la suite construite
jusqu’au rang n — 1, la condition (ii) implique

u

P,(u)=n /Pn_l(s) ds+C
0

et la condition (iii) implique

1

Oz/Pn(u)du:n/l /Pn_l(s)ds du+C,
0

0 0

u

ce qui détermine la constante C. Donc P, est obtenu de maniére unique.

e Posons )
_ on—1 u -+ E
Ho(u) = 2 (Pn < ! ) ‘p (2)> |
On a
Ho(u) =27'(1+1) =1,
puis

H (2) = 272 (P,; (”;L 1) L P (g)) — 22 <Pn_1 (”; 1) + Py (%)) — nH,y 1 (u).

Enfin
1

1 1
_ on—1 u+tl w
/Hn(u)du—2 /Pn< . >du+/Pn<2>du ,
0 0 0

et, en effectuant un changement de variable dans les deux intégrales de droite, on obtient

1 1 1/2 1
/Hn(u) du = 2"1 / 2P, (u) du + / 2P, (u)du | =2" /Pn(u) du=0.
0 1/2 0 0

Donc la suite (Hy,)n>o vérifie les conditions (i), (ii) et (iii). Alors, par unicité, on a, pour tout n entier
H, =PF,,
ce qui achéve la démonstration.

A partir de la relation (62), on peut obtenir une nouvelle relation entre les nombres a,. En utilisant la
formule du binéme, on a

3 (Z) 27" Zk: <§> Ny (?) g2 = 21y <7J%> v

k=0 Jj=0 j=0 §=0
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D’otl, en identifiant les coefficients de u/,

soit

Z 2_k <n> < .)an_k + <7?>21_]6Ln_j = 21—n <n> Ap—j,
k=j+1 kJ\j J J

ce qui donne finalement
e (e 5 7400
J N J
et en particulier, si j =0,
1-n - —k(T = k—n (T
(64) (2 —2)an:;2 <k>an_k:kzzo2 <k>ak

Formules d’Euler-Mac Laurin

Soit f une fonction de classe C?"*! sur [0, 1]. Intégrons par partie 'intégrale

On obtient
1
(65) I, = f<“—1>(u)Pn(u)}; - / FOD )P, (u) du.
0
et donc
1 1
(66) b =5 (70 + £0) - [ fw)du.
0

et, pour n > 1,

(67) In = an(f"7(1) = F70(0) = nlpes .

En particulier, on obtient suivant la parité de n, pour n = 2s avec s > 1,
(68) Ing = (1) By(f®7D (1) = f#7D(0)) — 28T,
et pour n =25 — 1 avec s > 2,

(69) 125_1 = —(28 — 1)]25_2 .
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On montre alors facilement par récurrence que, pour n > 1,

n

1
(10 Doy = o)t | S0 W) = D0 = 5 () + F0) + [ Fla)
0

k=1

On en déduit donc

(71) / fluydu = 3 (701 Z D' = W = r# ) + G
o o _ Iy Dpp
"@2n) T @2n4+ 1)

Si maintenant f est de classe C?"*! sur [a, b], on applique la formule précédente & la fonction F
définie par
F(u) = f(ub+ (1 —u)a)

et I’on obtient la formule d’Euler-Mac Laurin

/f b—a( Z k(Bk) (f(2k 1) ( )_f(2k—1)(a))+Gn

ou le reste G, s’obtient par une des deux formules

1
G = gyt / a)*™ 1 Py, (u) f*7 (ub + (1 — w)a) du,
0
ou
1
Cn = (@2n+ 1) / a)?" 2 Py iy () f@ ) (ub + (1 — u)a) du.
0

Remarquons que si f est un polynome de degré au plus 2n + 1, la fonction f(2"t1) est constante et,
puisque l'intégrale sur [0, 1] de P, 1 est nulle, le reste G,, est nul.

Lorsque n tend vers 'infini, il n’y a pas de raison pour que la suite (G),) converge vers 0. On peut
cependant utiliser la formule (72) pour obtenir une valeur approchée de l'intégrale, en découpant 1'in-

tervalle [a, b] en morceaux de longueur (b — a)/p, et en appliquant la formule dans les intervalles
[a+i(b—a)/p,a+ (i+1)(b—a)/p]. On obtient ainsi une formule qui généralise la méthode des tra-

pézes.

+§:(—1) % = (D) ~ f(%‘l)(a)) + Ry,

=1

b o1
(73) /f(u)du = b2—pa <f()—|—f —|—22f<a—|—zb

a

p (2k)!
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avec It
b—a)™™ B, 1 n
Gl sup [FOm (1),

|Rn| <
" PP (20)! 2T 0,0

ou encore

(b _ a)2n+l B, (2n)
sup |f t)|.
p2n (271)' te|a,b] ’ ( )‘

Ces majorations du reste, s’obtiennent en utilisant les formules (39) et (55).

R <

La formule (72) permet aussi d’obtenir des développements limités de suites obtenues & partir des
sommes partielles d’une série de terme général f(n). On applique la formule dans l'intervalle [, i 4+ 1],
ol ¢ est un entier compris entre m et ¢ — 1. On obtient

i+1
/ Flu) du = S(FG) + £+ 1)) + Z P (8 1) = £ @) + o).
ou 1 . 1 .
Ruli) = / Pan )4 (4 8) = — 5 / Ponr (w) £ (w4 ) du.
0

0

Or, en faisant un changement de variable, et en remplagant Ps,41 par 2,11, on obtient, grace a la
périodicité de cette fonction,

i+1 i+1
1

Bai) = oy | o0 =~y [ a0 )

q q—1 n
/ flu)du = 5(f(m) + f(q)) _ZH F0) + ;<—1)p%<f<2p-l><q) — fE7D(m)) + Ru(m, q)
On a donc finalement la formule suivante
(74) i i) = /q £ () dut (£ (m) + £(2)) +i< 1yt Do (70 (g) — f2rDm) - Ry (m, )
i=m 2 p=1 (2p) ! o

m

Appliquons cette relation dans l'intervalle [0, ¢] a la fonction f définie par

flu) =w?,



ol s est un entier strictement positif. On a, pour k < s,

!
FO ) = sk

(s — k)!
On obtient alors, puisque le reste est nul lorsque s = 2n ou s = 2n + 1,
4q s+1 s n
) q q 1 1fs+1 —optl
75 5= = —1)P* B,q* %Pt
™ S-S S (1 e

En particulier, on retrouve les formules classiques

(76) Zq: q+1 7 Zq:i2:q(q+l)62q+1 Zq: ( q+1)> 7

=0 1=0 =0

et moins classique

4 _ 4(6¢* +15¢° + 10¢° — 1)
30 ‘

-

Il
o

(77)

(2

Remarque : en appliquant la formule & la fonction f définie par

f(u) = (au+0)°

q

avec a, b entiers et s entier positif, on trouverait de méme les sommes de type Z(az’ +b)°.
i=0

En appliquant la formule (75) pour ¢ = 1, on obtient

_Z p+1<3+1>Bp7

ce qui redonne les formules (8) ou (9) suivant la parité de s.

(78)

l\DI»—\

il
2

Appliquons maintenant la formule (74) dans 'intervalle [m, ¢]| a la fonction f définie par

flu) =u™
ol s est un entier strictement plus grand que 1. On a

k(s+k— 1)' —s—k

I ) = ()

et donc

1 1 1 1/1 1
Z'_S T os—1 \m 1t gt 3 %—FE

=m

~
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B, 2p—2+s) [ 1 1
+Z(_1)p(2p)! ( p(s 1) ) <q2p+8—1 - m2p+8—1> — Rn(m, q).
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Lorsque ¢ tend vers l'infini, la série de gauche converge. Tous les termes de I'égalité ont une limite.
Donc Ry (m,q) posséde aussi une limite R, ,,,. D’autre part, en utilisant les formules (55) et (56), et
en majorant 4n/(2n — 1) par 4, si n > 1, on obtient

q
1 B 4 (s+2n—1)! 1 1
‘Rn(qu)’ = or (2n)' /‘f (u)’du — (27T)2n+1 (S _ 1)[ <m2n+s q2n+s>

On peut donc faire tendre ¢ vers l'infini, ce qui donne, pour n fixé,

4 (s+2n—-1)! 1

_ —2n—
(79) | Bnm| < (2m)2tl  (s— 1)1 m2nts o(m="""%).
Finalement
o0 n
1 1 1 1 1 2p4+s—2 1
_ p+1 —2n—s
(80) Lajs  s—1ms1 Ml — Z:l(_l) Bp< 2p > T o(m )
=m p=

On a donc le développement limité en 1/m & 'ordre 2n + s — 1 du reste de la série définissant ((s).

Si s est pair, on peut avoir un développement limité des sommes partielles uniquement en fonction des

nombres B,,. On écrit
1 =1 1
2m =Y
i=1 1=n

et, puisque ((2n) s’exprime en fonction de B,, d’aprés la formule (51), on obtient

m
1 (2m)?r 1 1 1
1 — = B, —
(81) ; i2r 22r) 7" 2r — 1 m2r-1 T o
R 2p + 2r — 2 1 Con_9
T 1 Zl(_l)po< % ) a1 T O,
p:

En reprenant les calculs précédents lorsque s = 1, on obtient cette fois
q n
1 1 /1 1 B 1 1
g _ (21 = 1P ) _
g - =Ilng—Inm+ 5 (q + m> + E (-1) o <q21” m2p> R,(m,q),
1=m p=1
ce que 'on écrit
q m n
1 1 1 /1 1 B 1 1
E - —1Ing— g - -1 == |-—-— E P22 (- |- R .
il e (z’—l ‘ nm) 2 (q m) " - =1 2p <q2p m2‘”> (mg)

q
1
Lorsque ¢ tend vers l'infini, la suite < E — —Ingq | converge vers la constante d’Euler ~. Il en résulte
— g
=m
que (R, (m,q)) converge vers une limite Ry, ,. La formule (79) reste vraie, et I'on a alors
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= B, 1

1 1 &
82 =1 - P2 T g2y
(82) ;Z “m”*zm*;( V' oy e TOm )

La formule précédente donne un moyen de calculer des valeurs approchées de v avec majoration expli-
cite du reste donnée par la formule (79).

En recommencant les opérations avec la fonction f définie par

flu)=Inu,

on a alors
g—1 (k= 1)!
uk

fB(w) = (-1)

)

et l'on trouve

n

q
; 1 1 By 1 1
Z Ini =¢glng—g—(mln m—m)+§(ln g+In m)—l—Z(—l)p 59p 1) \ T —R,(m,q) .

=m p=1

Si 'on introduit
" 1 nle”
Snzz;lni—nlnn+n—§ lnn:lnm,
1=

on sait, grace & la formule de Stirling, que cette suite converge vers In /2w, et 'on a

n

B 1 1
Sq— Sm = Z(—l)pﬂ 2p(2pp_ 3 <q2p—1 — m2p—1> — Ry(m,q).

p=1

De nouveau, en faisant tendre g vers I'infini, on trouve que (R, (m, q)) converge, et que sa limite Ry, ,,,
est un 0(m~2"), ce qui donne,

Sm=Inv2r +> (-1)PH By !

o(m=2").
p=1 2p(2p — 1) m?~1 T om)

On obtient donc

n

(83) m! = (%)m V2mm exp Z:(—l)f’ﬂ'1 By ! + O0(m™")

— 2p—1
= 2p(2p — 1) m?p

En développant ’exponentielle, cela permet d’avoir, par exemple, le développement limité suivant

enm 1 1 1 1
84 !(—) 1yt v =)
(84) ") G T 12m T assme T <m3>
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Autre expression des restes de la formule d’Euler-Mac Laurin

Les restes des formules (72) et (73) peuvent s’exprimer également en fonction des dérivées de f.

_ q)2nt3
(72 b%) 6o = (1 g B0,
et
(73 blS) R, = (_1)n+1 (b — a)2n+3 f(2n+2)(<)

(2n+2)1 T pete
ou ¢ appartient & |a, b|.

On démontre tout d’abord la premiére formule pour une fonction f de classe C?"*2 sur [0, 1], en
intégrant par parties

1
Dpg1 = | () Qangr (u /f 2) (1) Qapy1 (u) du .
0
Or, Q2n,+1(0) et Q2p4+1(1) sont nuls, donc

1
Ippy1 = —/f(2n+2) (4)Q2n41(u) du
0

Comme Q2,11 est de signe constant dans [0, 1], on peut appliquer la premiére formule de la moyenne.
Il existe & dans 0, 1[ tel que

1
Lopi1 = —fPF2(€) /Q2n+1(u) du
0

Mais, d’apres (43)

Bt = SO s (Ponsa(0) — (20 + 2 @auia (0)
FE2 () L Pansa(0)
= G s B
Alors
G = ~ Gt = (1) ) e B,
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Si maintenant F' est de classe C2"*2 sur [a, b], on applique cette formule & la fonction F définie par
F(u) = f(ub+ (1 —u)a)
et il vient la formule (72 bis).

Pour le reste de (73 bis), on ne peut pas se contenter de sommer ceux de (72 bis). On revient tout
d’abord a la formule avec reste intégral de (73) appliqué & [z;, xit1] avec z; = a +i(b —a)/p. On
posera

h=——=uwi41— .

p—1

L 1 b_ g\ 202
R, = _m Z/ <T> P2n+l(u)f(2n+1)(uxi+1 + (1 —uzi) du.
=079

1=
En effectuant le changement de variable

s =uwit1 + (1 —u)x; = hu + x;,
soit

S —x;

h )

u =

on a
Ti41
p] i+
1

- 2n+2 5= (2n+41) (. 48

Ty

R,=—

Comme Poy,11(0) et Poy,y1(1) sont égaux, on définit une fonction S continue et h—périodique sur R en

posant sur [a, a+ h]
s—a
S(s) = Papt1 <—h ) ;

et en prolongeant par périodicité. On a alors sur [z;, x;41]

S(s) = Papg1 <s _h:EZ> ;

et

h2n+1

b
Ry = — ! / S(s) £ () ds

(2n+1)

a

Introduisons alors la primitive T' de S définie par

T(u) = /uS(s) ds.
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Sur l'intervalle [a, a +h], on a

u—a
u

T(u) = /P2n+1 <8 ; a) ds=nh / P2n+1(8) ds = hQ2n+1 <8 ; a> .
0

a

En particulier,
T(a+h)=hQoms+1(1) =0="T(a).

La fonction T est également h—périodique, et

On obtient, en intégrant par parties

2n+1
Ry = g | [T 6] - [T s
b
2n+1
= G [ TS ds.

a

Comme T est de signe constant sur [a, b], on applique de nouveau la formule de la moyenne. Il existe

¢ dans Ja, b] tel que
b

h2n+1 2 +2
R " T(s
" (2n +1)! /

Mais en raison de la périodicité de T, on a

b a+h

/T(s) ds = p / T(s)ds.

a a
Il reste & calculer cette intégrale. On a

a+h a+h
/ 5)ds = / Q2n+1<

Il ne reste plus qu’a remplacer dans R,, pour avoir I’expression voulue.

B,
>ds—ph /le (u) du = h? (— )”“ﬁ.



Une propriété arithmétique des nombres d’Euler

On utilisera dans ce paragraphe les sommes suivantes

En: (;Z) _ 92—l

k=0

z": 2n (1) = 0 sin=2r+1
2k Tl (D)2 sin=2r

k=0

et
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ProproSITION 6  Modulo 60, le nombre Es, est congru a 5, et le nombre Ea,.11 & 1.

On montre par récurrence que, pour n > 1,
(85) E,=3+2(—-1)" mod 60.
La propriété est vraie pour n = 1, puisque F; vaut 1.

En partant de la formule (17), on écrit

En — TL+1 i ( > ’fl k-‘rlE

k=

Si 'on suppose que la formule est vraie jusqu’a l'ordre n — 1, on a

- n+1+3z<> nm”z() 1 mod 60,

c’est-a-dire

E, = (—1)*! (3 > <2n> kg 22 < > (—1)”)) mod 60.

Pour n = 2r, on obtient

Eoyr=—(3x2¥(=1)" 42" —9) mod 60,

et donc
Fy —5=3x4"(—1)"" —4% +4 mod 60.

Le nombre de droite est divisible par 4. Par ailleurs
3x4" (1) -4 44=4-4"=1-1=0 mod 3,

et
3x AT (—1)"T =4 4 4 =3(-1)" (1) = (-1)* —1=-5=0 mod 5.
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Il en résulte que Fo,. — 5 est divisible par 60.

Pour n = 2r 4+ 1, on a cette fois
Fori1 =47 —3 mod 60,

donc
Fyry1 —1=4T1 — 4 mod 60.

Le nombre de droite est divisible par 4. Par ailleurs
47+l _4=1-1=0 mod 3,

et
42l 4= (1) $£1=0 mod5.

Il en résulte que Fo,41 — 1 est divisible par 60.

Voici la liste des nombres d’Euler jusqu’a 12.

B =1 E; = 199360981

Ey =5 Es = 19391512145

E; = 61 Ey = 2404879675441

Ey = 1385 Eijp = 370371188237525

Es = 50521 E;; = 69348874393137901

Es = 2702765 E19 = 15514534163 557086 905

Le théoréme de von Staudt

THEOREME  On peut écrire B, sous la forme

(86) By =Gpt (-1)" Y

p premier
p—1|2n

D=

ou (G, est un nombre entier.

En reprenant le développement en série entiére

o0
B(z) =Y ",
n=0
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il s’agit de démontrer que le nombre

aoy + Z I—l)

p premier
p—1|2n

est entier.

e Pour tout nombre p premier, et tout entier positif s, posons
1 si p—1 | s
E5(7’»_{05119—1)(3’

et montrons que l'on a alors
p—1

er = —¢e5(p) mod p.

r=1

Sip — 1 divise s, il existe t entier tel que
s=tp—1).
Lorsque r varie de 1 & p — 1, le nombre p ne divise par r, donc, d’aprés le théoréme de Fermat
rs = =t = (rt)p_1 =1 modp,
d’ou
ZTS =p—1=—-1=—¢4(p) modp.
Si p — 1 ne divise pas s, soit ¢ dans (Z/pZ)*. L’application de Z/pZ dans lui-méme qui & & associe g&

est injective. En effet, puisque p est premier, (Z/pZ) est un corps, et la nullité de ¢g& implique celle de
4. Cette application est alors bijective. Donc

Il en résulte que
p—1
(¢°—1) er =0 modp.
r=1

Si p divisait g* — 1 pour tout g, alors il diviserait le PGCD de I’ensemble {g®* — 1|2 < g < s}. Mais 'on
sait (voir BF par exemple), que celui-ci vaut s+ 1 si s + 1 est premier, et 1 sinon. La seule possibilité
est donc que l'on ait

p=s+1
c’est-a-dire

p—1=s,

d’ott une contradiction. Il existe donc un entier s tel que

9°—1#0 mod p,
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et l'on en tire
p—1
er =0=—e5(p) modp.
r=1

Le résultat est donc vrai dans tous les cas.

Grace au résultat précédent, la démonstration du théoréme se raméne a montrer que le nombre

a2n + Z “2n (p)

p

p premier
p—1[2n

est entier.

e La démonstration se fait par récurrence sur n. On a

IR
a2+ -+ ==+
2T9T37 76" "2"3

et la propriété est vraie a 'ordre 1.

Supposons la propriété vraie jusqu’a 'ordre n — 1, pour n > 2, et montrons qu’elle est vraie & I'ordre
n.

Soit ¢ un nombre premier et s > 1. La formule (75) s’écrit

q—1 s
1 s+1 ot
Yo (e
0

r= p=0

C’est d’ailleurs aussi la conséquence du développement en série entiére du produit

Puisque

on a également
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Alors

s

1 s
(88) es(q) + Z 7( >apq5_p+1 =0 modgq.
p:03+1—p P

Si s = 2n, le terme as_1 est nul, et donc la somme

s—2
2 s—p—1
)+ :08+1_ ()(qap)q + qas

hS]

est divisible par ¢. Il en résulte que la somme

5—2
o 5S(Q) 1 S s—p—1
S(s.q) = . +§s+1_p<p>(qap)q + as

est un nombre entier.

L’hypotheése de récurrence permet de dire que le dénominateur des nombres a, non nuls n’a pas de
facteur carré. Donc le dénominateur de ga, n’est pas divisible par ¢. Alors, si le dénominateur de
1
s+1—p
serait un multiple de ¢*~P. Donc

1
<S> (qap)qs_p_1 était divisible par ¢, celui de qu_p_l le serait aussi, et s +1—p
p s —Dp

s+l1-p>q?
Mais, par ailleurs, s — p est supérieur ou égal & 2, lorsque p varie de 0 & s — 2. Donc
s+l-p< 9s+1-p < q8+1—p )

1 S
On obtient une contradiction. Le dénominateur de 7<

s+1—p\p
ES(Q)

n’est divisible par ¢. Donc son dénominateur n’est pas divisible par q.

>(qap)qs_p_1 n’est donc pas divisible

est une somme de nombres rationnels dont aucun dénominateur

par g. Alors, le nombre ag +

Si ¢ — 1 ne divise pas 2n, alors £5(¢)/q est nul, et ¢ n’est pas un facteur premier du dénominateur de
asn- Ce ne sera donc pas non plus un diviseur du dénominateur de

62n
agn + 5 .

p premier
p—1|2n

Si maintenant ¢ — 1 divise 2n, on peut alors écrire

o + Z €2n = agy, + ()+ Z €2n(p)7

p

premier p premier#q
p 1|2n p—1[2n
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et ce nombre rationnel a un dénominateur qui n’est pas non plus divisible par ¢g. Donc, quel que soit
le nombre premier g, il ne divise pas le dénominateur de

€
aon + Z 27;(17)'

p premier
p—1|2n

Il en résulte que le dénominateur vaut 1, ce qui prouve que le nombre est entier, et achéve la démons-
tration

Ecrivons
Bn = Zﬁ ;
qn

avec p, et ¢, premiers entre eux. Il résulte du théoréme de von Staudt que

(89) dn = H p,

p premier
p—1|2n

et donc que les facteurs premiers de g, sont tous de degré 1.

COROLLAIRE 1 Si n est un nombre premier de la forme 3k + 1, alors B;,, — 1/6 est entier.

Si p est un nombre premier tel que p — 1 divise 2n = 6k + 2, le nombre p — 1 ne peut prendre qu’une
des valeurs 1, 2, 3k 4+ 1, 6k + 2, donc p ne peut valoir que 2, 3, 3k + 2, 6k + 3. Mais 3k +2=n+1
ne peut étre premier puisque n est premier supérieur a 3, et 6k + 3 n’est pas premier si k est non nul.
Donc les deux seuls facteurs premiers possibles de ¢, sont 2 et 3.

COROLLAIRE 2 Le dénominateur ¢, de B, est toujours divisible par 6, et si n est pair il est
divisible par 30.
De maniére générale, si p est premier impair, il divise g(,_1),/2, pour tout entier n > 1.

En en effet p = 2 et p = 3 sont des nombres premiers tels que p — 1 divise 2n, et si n = 2k, le nombre
p = 5 est un nombre premier tel que p — 1 divise 4k. De maniére générale, p — 1 divise (p — 1)n, et si
p est impair alors p — 1 est pair et p divise q(,_1),/2-

Remarque : la formule (18) montre que ¢, divise 22"(22" — 1), et comme 2 est un facteur premier de
degré 1 de g, ce nombre divise nécessairement 2(22" — 1). En fait on peut démontrer (voir BF) que
qn est le PGCD des nombres p?"t! — p, lorsque p décrit N*.



Voici la liste des nombres de Bernoulli jusqu’a 13.

B

By

Bs

Bg

By

[«

691
2730

7

6

3617
510

43 867

798

174611
330

854513
138

236 364 091

2730

8553103
6

G1

Ga

G3

Gy

Gs

Gs

Gr

Gy

Go

G2

Gi3

o6

528

6193

86579

1425518

q1

q2

q3

q4

g5

g6

qr

g8

q9

q10

q11

q12

q13
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2x3

2xXx3X%X5H

2x3x7

2x3x%x5H

2x3x11

2Xx3xbHxT7Tx13

2x3

2x3xbx17

2x3xT7x19

2x3x5Hx11

2x3x%x23

2x3xbHxT7x13

2x3



